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解答例 [I]
1

(A-1) つりあいの状態にあるとき，小球にはたらくばねの弾性力と重力は等
しいので，ばねののび∆ℓは次のようになる。

mg − k∆ℓ = 0

∆ℓ =
mg

k
(1)

ばねの自然長の位置を基準とした重力の位置エネルギー (−mg∆ℓ)とば
ねの位置エネルギー

(
k

2
∆ℓ2

)
の和 U0は，

U0 = −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 (2)

となる。

(A-2) 小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

=
m

2
A2ω2 sin2 ωt (3)

となる。また，重力の位置エネルギーとばねの位置エネルギーの和は，

U = −mg(∆ℓ+ A cosωt) +
k

2
(∆ℓ+ A cosωt)2

= −mg∆ℓ−mgA cosωt+
k

2
∆ℓ2 +∆ℓkA cosωt+

k

2
A2 cos2 ωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt,−mgA cosωt+∆ℓkA cosωt

= U0 +
k

2
A2 cos2 ωt (4)

となる。

(A-3) 力学的エネルギー は，

E = T + U =
m

2
A2ω2 sin2 ωt+ U0 +

k

2
A2 cos2 ωt
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となる。力学的エネルギーが保存することから，任意の時刻において，
力学的エネルギーの時間変化が０になることを用いると，

dE

dt
= mA2ω3 sinωt cosωt− kA2ω cosωt sinωt = 0

mω2 = k

ω =

√
k

m
= ωa (5)

となる。

(B-1) 小球の位置とその時間変化は，
x = ℓ1 cos θ, y = ℓ1 sin θ (6)

dx

dt
= −ℓ1

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
= ℓ1

dθ

dt
cos θ (7)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2

(
dy

dt

)2

=
m

2
ℓ21

(
dθ

dt

)2

(8)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，
U = mgℓ1(1− cos θ) (9)

となる。

(B-2) 任意の時刻において，力学的エネルギーの時間変化が０になることを
用いると，

T =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2

U ≈ mgℓ1

(
1− 1 +

θ2

2

)
=

m

2
gℓ1θ

2 =
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2

E = T + U =
m

2
ℓ21 (Bωb sinωbt)

2 +
m

2
gℓ1(B cosωbt)

2.

dE

dt
= mℓ21B

2ω3
b sinωbt cosωbt−mgℓ1B

2ωb cosωbt sinωbt

=
(
ℓ1ω

2
b − g

)
mℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt = 0

ωb =

√
g

ℓ 1
(10)

となる。
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(C-1) 小球の位置とその時間変化は，

x = ℓ cos θ, y = ℓ sin θ (11)
dx

dt
=

dℓ

dt
cos θ − ℓ

dθ

dt
sin θ,

dy

dt
=

dℓ

dt
sin θ + ℓ

dθ

dt
cos θ (12)

となる。また小球の運動エネルギーは，

T =
m

2

(
dx

dt

)2

+
1

2
m

(
dy

dt

)2

=
m

2

[(
dℓ

dt

)2

+ ℓ2
(
dθ

dt

)2
]

(13)

となり，小球が静止しているときを基準とした重力の位置エネルギーは，

U = mg(ℓ0 − ℓ cos θ) +
1

2
k(ℓ− ℓ0)

2 (14)

となる。

(C-2) ばねの長さ ℓと角度 θがそれぞれ，ℓ = ℓ1+A cosωat, θ = B sinωbt，か
つ ωa ̸= ωbであるとき，任意の時刻において，力学的エネルギーの時
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間変化が０になることを用いると，

T =
m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
(ℓ1 + A cosωat)

2B2ω2
b cos

2 ωbt

≈ m

2
A2ω2

a sin
2 ωat+

m

2
ℓ21B

2ω2
b cos

2 ωbt

dT

dt
= mA2ω3

a sinωat cosωat−mℓ21B
2ω3

b cosωbt sinωbt

U ≈ mg

[
ℓ0 − (ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat)

(
1− B2 sin2 ωbt

2

)]

+
k

2
(ℓ0 +∆ℓ+ A cosωat− ℓ0)

2

≈ mg

[
−∆ℓ− A cosωat+

ℓ1
2
B2 sin2 ωbt

]
+

k

2
(∆ℓ+ A cosωat)

2

= −mg∆ℓ+
1

2
k∆ℓ2 + (−mg + k∆ℓ)A cosωat

+
m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

= −mg∆ℓ+
k

2
∆ℓ2 +

m

2
gℓ1B

2 sin2 ωbt+
k

2
A2 cos2 ωat

dU

dt
= mgℓ1B

2ωb sinωbt cosωbt− kA2ωa cosωat sinωat

mA2ω3
a = kA2ωa

ωa =

√
k

m
(15)

mℓ21B
2ω3

b = mgℓ1B
2ωb

ωb =

√
g

ℓ1
(16)

となる。

(C-3) 小球は r方向と θ方向にそれぞれ単振動しており，小球の軌跡は図A1

の左図のようになる。|θ|，|x|，
∣∣∣∣
dθ

dt

∣∣∣∣が十分小さく，3次以上の項を無

視できるとすれば（加速度や遠心力が小さい），それぞれの方向に対し
て独立した運動となる。r方向の運動の周期は 2π

√
m

k
，θ方向の運動の
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周期は 2π

√
ℓ1
g
となる。また実際の実験でこの近似を成立させるために

は，ばね定数を十分大きくすることにより変位 ℓを小さくさせる，ばね
の自然長 ℓ0を長くし角速度を遅くさせるなど工夫する必要がある。ま
た図A1の右図は，ωa ≫ ωb

(
k

m
≫ g

l1

)
の場合の軌跡の様子である。

y

x

y

x

図A1：小球の軌跡。図中の x軸と y軸の交点 (原点)はつりあいの位置を表
す。（左図）ωaと ωbの値が近い時の軌跡。（右図）ωa ≫ ωbの時の軌跡。
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2

(A) 左右のばねののびを∆xとし，問 1を参考にすると，

U =
k

2

[
(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

2 + (∆x+ ℓ1 − ℓ0)
2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k
[
∆x2 + 2∆x(ℓ1 − ℓ0) + (ℓ1 − ℓ0)

2
]
− 3mg(∆x+ ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + (−3mg + 2k(ℓ1 − ℓ0))∆x+ k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

= k∆x2 + k(ℓ1 − ℓ0)
2 − 3mg(ℓ1 − ℓ0)

T =
3m

2

(
d∆x

dt

)2

k =
3m

2
ω2

ω =

√
2k

3m
(17)

fv =
ω

2π
=

√
3.0× 103

3.0× 103

2π
[Hz] ≈ 0.16 [Hz]

= 9.5 [min−1]

Tv = 6.3 [s] (18)

となる。ここで fvと Tvはそれぞれ振動数と振動周期を表す。
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(B) 振り子のような運動をすると考え，問 1を参考にすると，

U =
k

2

[
(ℓ1 − ℓ0)

2 + (ℓ1 − ℓ0)
2
]
+ 3mg(ℓ0 − ℓ1 cos θ)

≈ k(ℓ1 − ℓ0)
2 + 3mg

(
ℓ0 − ℓ1 +

ℓ1θ2

2

)

T =
3m

2
ℓ21

(
dθ

dt

)2

3

2
mgℓ1 =

3

2
ω2mℓ21

ω =

√
g

ℓ1
(19)

f =

√
9.8

50
2π

[Hz] ≈ 0.070 [Hz]

= 4.2 [min−1]

T = 14 [s] (20)

となる。ここで f と T はそれぞれ振動数と振動周期を表す。
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(C-1) 左右の小球の座標は図A2に示す。また，∆ℓL = ∆ℓ−, ∆ℓR = ∆ℓ+と
おくと，

∆ℓ± =

√(
ℓ1 ∓

L

2
sinφ

)2

+

(
±L

2
∓ L

2
cosφ

)2

− ℓ1 (21)

となる。

φ

L
2
sinφ,− L

2
cosφ





− L
2
sinφ, L

2
cosφ





図A2

(C-2)

∆ℓ± ≈

√(
ℓ1 ∓

L

2
φ

)2

+

(
±L

4
φ2

)2

− ℓ1

≈
√
ℓ21 ∓ ℓ1Lφ+

L2

4
φ2 − ℓ1

= ℓ1

√

1∓ L

ℓ1
φ+

1

ℓ21

L2

4
φ2 − ℓ1

≈ ℓ1

[
1 +

1

2

(
∓L

ℓ1
φ+

1

ℓ21

L2

4
φ2

)
− 1

8

(
∓L

ℓ1
φ+

1

ℓ21

L2

4
φ2

)2
]
− ℓ1

≈ ∓L

2
φ+

1

ℓ1

L2

8
φ2 − 1

8

(
L2

ℓ1
φ2

)

≈ ∓L

2
φ (22)

(C-3) この場合の運動エネルギー，および重力の位置エネルギーとばねの位
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置エネルギーの和を求め，問 1を参考にすると，

U ≈ k

2

[(
−L

2
φ+ ℓ1 − ℓ0

)2

+

(
L

2
φ+ ℓ1 − ℓ0

)2
]

=
k

2

[
2

(
L

2
φ

)2

+ 2(ℓ1 − ℓ0)
2

]

= k

(
L

2

)2

φ2 + k(ℓ1 − ℓ0)
2

T = 2× m

2

(
L

2

)2 (dφ

dt

)2

k

(
L

2

)2

= ω2m

(
L

2

)2

ω =

√
k

m
(23)

ft =

√
1.5× 103

1.0× 103

2π
[Hz] ≈ 0.19 [Hz]

= 12 [min−1]

Tt = 5.1 [s] (24)

となる。ここで ftと Ttはそれぞれ振動数と振動周期を表す。
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