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はじめに 

 

 本書は千葉大学理学部物理学科および工学部物質科学コースに飛び入学を希望す

る受験生を対象とした過去問題と出題者による解説を掲載しています。本書に収録さ

れている令和２年度より以前の問題と解説は、「千葉大学飛び入学試験問題」（日本評

論社 2008 年刊）、「飛び入学の物理」（千葉大学 2015 年刊）、「続・飛び入学の物理」

（千葉大学 2019 年刊）として公刊しています。これらの続編（第４集）であるとい

う意味を込め、表題を「飛び入学の物理 Ⅳ」にしました。 

 ここに収められている問題には二つの大きな特色があります。第１に教科書や参考

書などの閲覧が自由であることです。受験生は必要と思われる本を持ち込むこともで

きますし、千葉大学が用意した教科書や辞典などを参照することもできます。禁止さ

れているのは、外部との通信やインターネットでの検索、他の受験生との相談です。

第２に試験時間がとても長いことです。現在は２題の問題を 12:30 から 17:30 までの

５時間が与えられています。長い時間なので途中でお茶やお菓子をとって休憩するこ

とも認められています。問題Ⅰは力学に関するもので、問題Ⅱは電磁気学、熱、波動

といった力学以外に関するものです。問題の題材は、長時間考える意欲が沸くよう工

夫しています。一方で、高校で習う物理や数学の知識を応用すれば、正解が見えてく

るように、設問が準備されています。出題者は、面接試験の受験生から、面白い問題

だったと褒めてもらうことを楽しみに作題しています。また物理の面白さを分かる高

校生に飛び入学してもらいたいと考えています。知識や記憶ではなく、「考える力」を

問う問題として、飛び入学を目指す方に限らず、物理を愛好する高校生の皆さんに楽

しんでいただけたら幸いです。 

 1998 年に物理を学ぶ者を対象として開始した飛び入学ですが、現在は６学部の 14

分野で実施しています。分野ごとに、前期日程試験や総合型選抜、国際オリンピック

の国内予選での成績、高校在学中の研究成果などを評価に取り入れた入学者選抜を工

夫しています。複数の選抜方式を並列して実施している学科もあります。これらの詳

細については、千葉大学先進科学センター（https://www.cfs.chiba-u.ac.jp）を参照

いただくようお願いします。 

 末尾になりましたが、本書に掲載した問題の作成にあたり、関係する各位にご協力

をいただいていることをここに記し感謝を申し上げます。大学入試では類を見ない問

題を作成するにあたり、大変有益なご指摘や助言をいただいてきました。 

 

2025 年２月 

千葉大学先進科学センター長 

加納 博文 
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令和7年度

千葉大学先進科学プログラム入学者選抜課題

課題論述（物理学）

課題 I, II

(12:30～17:30)

注意事項

1. この冊子は，監督者から解答を始めるよう合図があるまで開いてはいけません。

2. 問題冊子に印刷または製本の不具合がある場合は，手を上げて申し出て下さい。

3. 課題 I および課題 II の問題すべてに解答してください。

4. 解答用紙は課題ごとに分けて使用してください。解答用紙は何枚使用しても構いま
せん。全ての解答用紙に受験番号を必ず記入して下さい。

5. 携帯電話やスマートフォン等の電子機器はすべて電源を切り，カバンにしまってく
ださい。

6. その他，監督者の指示に従って下さい。
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[I]

質量mの小球を使って剛体を運動させることを考えよう。この問題では図 1のように
辺の長さがR の正方形から, 半径がRで中心角が π

2
の扇型を切りとった断面の形状をも

つ剛体Aを考える。剛体Aの厚みはwで密度 ρは一様である。以下の問いに答えなさい。

最初は剛体Aが図 1のように水平面に固定されている場合を考える。水平面も剛体の
円弧面もなめらかで摩擦は考えなくて良い。小球は z = 0の面内を運動するとして xy方
向の運動だけを考える。水平方向を x軸，鉛直上方を y軸正の向きにとり，重力加速度の
大きさを gとする。小球は図 1の左から速度 (vx, vy) = (v0, 0)で点Oまで水平面を運動し
たのち，円弧面をのぼり始める。小球が円弧上にある間の位置は，小球と円弧の中心を結
ぶ線が鉛直方向となす角度 θを使って定めることができる。次の設問に答えなさい。

剛体A

R

R

R

O
x

y

θ

v0

g

図 1

問 1 円弧面上にある小球の位置は (x, y) = (R sin θ,R−R cos θ)と表される。速度は単位
時間あたりの変位なので，位置座標を時刻 tで微分したものに他ならない。円弧上
にある小球の速度 (vx, vy)をR, θ, θ̇ =

dθ

dt
を用いて表しなさい。

問 2 小球の力学的エネルギーが保存することを利用し，θ̇を gとR, v0, θを用いて表しな
さい。

問 3 円弧上を速さ vで運動する質量mの小球の向心力の大きさはm
v2

R
と表せることを

使って，小球に働いている力 �F = (Fx, Fy)をm, g, R, v0, θを用いて表しなさい。

1
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次に水平面がなめらかで剛体Aが摩擦なく水平に動ける場合を考える。図 2に示すよ
うに剛体Aの左端の x座標X，小球の円弧上での位置を表す角度 θを使って，次の問い
に答えなさい。小球が剛体Aと接触する前の速さは，小球が v0，剛体Aが 0 である。

R

O X
x

y

θ

v0

g

図 2

問 4 小球の座標 (x, y)をX, R, θを用いて表しなさい。

問 5 小球の質量をm, 剛体 Aの質量をM として，接触中のそれぞれの運動量をM , m,

R, X, Ẋ =
dX

dt
, θ, θ̇のうち必要なものを用いて表しなさい。

問 6 接触の前と接触中で小球と剛体の力学的エネルギーの和が保存していることを示す
式をM , m, R, Ẋ, θ, θ̇, v0を使って表しなさい。

問 7 小球が左から剛体Aの円弧上をのぼり，先端
(
θ =

π

2

)
に到達したのち，円弧から離

れることなく円弧上を下り x軸上を左側へと離れて行った。このときの小球が剛体
Aの左から近づくときの速度 v0をm, M , R, gを使って表しなさい。

問 8 問 7の条件で 小球が (a) 円弧上に乗った直後 (0 < θ � 1)，(b) θ =
π

3
をのぼってい

るとき，(c) 先端
(
θ =

π

2

)
に到達したとき，(d) θ =

π

3
を下っているとき，(e) 剛体

Aから離れる直前のそれぞれについて，剛体Aの速度 Ẋを v0, m, M を使って表し
なさい。(注意: 答えは重力加速度 gを用いずに表すことができる。)

(次ページに続く)
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今度は図 3に示すように，剛体Aが点 Jを支点として回転できるよう，ちょうつがいで
固定した場合を考えよう。前問までと同様に小球は左から速度 v0で点Oに到達する。従っ
て，剛体 Aが傾き始める直前までは問 1から問 3で求めた結果をそのまま利用すること
ができる。問 9から問 12までは剛体はまだ傾いていないとして以下の設問に答えなさい。

O
x

y

J

g

図 3

問 9 剛体Aの質量M を ρ, Rとwを使って表しなさい。

コラム「重心」� �

物体を大きさが無視できる i = 1から nの小部分に分解して考えよう。それぞれの位
置座標を (xi, yi)，質量をmiとすると，この物体の質量は

M =
n∑

i=1

mi = m1 +m2 +m3 + · · ·+mn

重心の座標は

xG =
1

M

n∑
i=1

ximi, yG =
1

M

n∑
i=1

yimi

と表される。従って，剛体Aを y軸に平行な線により細かく分割して和をとると，重
心の x座標は定積分

xG =
1

M

∫ R

0

xρw
(
R−

√
R2 − x2

)
dx

によって表すことができる。図形の対称性より重心の y座標は

yG = R− xG

であることが分かる。
� �

3
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R

O
x

y

R

R

(xG, yG)

図 4

問 10 コラム「重心」を読み，剛体Aの重心の座標 (xG, yG)をRを使って表しなさい。答
えは図 4のデカルト座標系 (x, y)を用いること。

問 11 剛体 Aに働いている複数の力のそれぞれについて，力の種類を述べなさい。また
その内で大きさや向きが分かるものについては，力の x成分, y成分を求めなさい。

問 12 小球が図 1の θの位置にあり，剛体Aが静止している場合を考える。このとき水平
面の垂直抗力による，点 Jのまわりに剛体Aを回転させる力のモーメントを求めな
さい。

問 12で求めた力のモーメントは，剛体Aが傾く直前まで有効である。

問 13 問 12の結果を用いて，剛体Aが傾き始める条件を求めなさい。剛体Aがわずかに
傾いたあとすぐに元の位置に戻る場合も「傾き始めた」とみなしなさい。

問 14 ここまでの結果を用いて次の問いに答えなさい。

(a) 剛体Aが傾き始めるのは θ >
π

4
に限られることを示しなさい。

(b) v0
2 = 2gRのとき (剛体 Aが傾かなければ小球が先端で折り返してくるとき)，
剛体Aを傾ける方向の力のモーメントがどのように変化するか論じなさい。

4
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[II]

図 1のように電気容量Cのコンデンサーと抵抗値Rの抵抗が電源と直列につながれた
回路を考える。電源の電圧E(t)は任意に制御することができる。ただし，E(t)は点Oを
基準とした点Aの電位とする。

E(t)

R

C

O

AB

P1

P2

I(t)

図 1

なお，必要なら以下の不等式は証明せずに用いてよい。
任意の正の実数 xに対して

ex > 1 + x e−x > 1− x

1− ex

1 + ex
> −x

2

1− e−x

1 + e−x
<

x

2

問 1 電源の電圧をE(t) = E0（E0は正の定数）となるよう設定し，電圧を加えてから十
分時間がたった後の状態を考える。

(a) コンデンサーの極板 P1に蓄えられた電荷の量を答えなさい。

(b) コンデンサーに蓄えられている静電エネルギーの大きさを答えなさい。

(c) 抵抗で発生する単位時間あたりのジュール熱を答えなさい。

5
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問 2 電源の電圧が時刻 tの関数としてE(t)と表される時間変化をする場合を考える。時
刻 tにおいてコンデンサーの極板 P1に蓄えられた電荷の量を q(t)とおく。

(a) 時刻 tにおけるコンデンサーの両端の電圧 V (t)を求めなさい。コンデンサーの
両端の電圧は，点Oを基準とした点Bの電位で表すこと。

(b) 時刻 tにおいて回路に流れる電流を I(t)とおく。図 1の A → Bの向きを電流
I(t)の正の向きと定義すると，コンデンサーに流れ込む電流が単位時間あたり
の q(t)の増加量となることから，dq(t)

dt
= I(t)が成立する。これを用いると

dq(t)

dt
+ k1q(t) = k2E(t) (1)

の式を導くことができる。k1，k2をそれぞれCおよびRのうち必要なものを
用いて表しなさい。

問 3 問 2(b)で得られた式 (1)を用いて，E(t)が与えられたときの q(t)を計算しよう。式
(1)は

d

dt

(
q(t)ek1t

)
= k2E(t)ek1t (2)

と変形できることを，上式の左辺を具体的に微分することにより示しなさい。この
問いに限り，k1，k2を用いて答えてもよい。

(次ページに続く)
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問 4 問 3の結果を用いると，式 (2)の tを τ でおきなおした式

d

dτ

(
q(τ)ek1τ

)
= k2E(τ)ek1τ (3)

の両辺を τ で積分することで，与えられた E(t)に対する q(t)を求めることができ
る。時刻 t = 0に電源の電圧を E(t) = 0から E(t) = E0（E0は正の定数）に瞬間
的に変化させた。t = 0ではコンデンサーに電荷は蓄えられていなかった。つまり，
q(0) = 0であった。

(a) 式 (3)を τ = 0から τ = tまで τ で積分することで，時刻 t (t � 0)における q(t)

を求め，そのおおよその形をグラフに描きなさい。

(b) 時刻 t (t � 0)における I(t)を求め，そのおおよその形をグラフに描きなさい。

(c) 時刻 t (t � 0)において，抵抗で発生する単位時間あたりのジュール熱 P (t)を
求めなさい。

(d) 時刻 t = 0から時刻 t = T までに抵抗で発生したジュール熱 Q(T )は P (t)

を t = 0から t = T まで積分して得られる。Q(T )を求め，さらに，極限値
Q∞ = lim

T→∞
Q(T )を求めなさい。

(e) 電源がする単位時間あたりの仕事は I(t)E(t)で与えられるので，電源が t = 0

から t = T までにした仕事W (T )は I(t)E(t)を t = 0から t = T まで積分して
得られる。W (T )を求め，さらに，極限値W∞ = lim

T→∞
W (T )を求めなさい。

(f) 電源がした仕事のうち，ジュール熱となった割合 Q∞
W∞

を求めなさい。

(g) ここまでの結果を用い，時刻 t = 0で電圧を 0からE0に瞬間的に変化させて以
降，十分に時間がたつまでの間に，何のエネルギーがどのように使われたかを
簡単に答えなさい。
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問 5 電源の電圧をうまく制御して，どうすればコンデンサーの充電の際に発生するジュー
ル熱を小さくすることができるかを考えよう。t < 0において，E(t) = 0であり，コ
ンデンサーに電荷は蓄えられていなかった。0 � t � T0の間，電源の電圧E(t)を一
次関数E(t) = a

t

CR
+ b（a，bは正の定数）に従うように単調に増加させた。まず，

このときの回路の様子を計算で求めよう。

(a) 時刻 t (0 � t � T0)における q(t)を求めなさい。

(b) 時刻 t (0 � t � T0)における I(t)を求めなさい。

(c) 時刻 t = 0から時刻 t = T0までに抵抗で発生したジュール熱Qを求めなさい。

時刻 t = T0において，コンデンサーには q0（q0は正の定数）の電荷が蓄えられてい
た。すなわち，q(T0) = q0であったとする。このとき，どのように aと bを定めれ
ば抵抗で発生するジュール熱を小さくできるかを次の手順を踏んで考えよう。

(d) q(T0) = q0となることを考慮して，bを a，q0，C，R，T0を用いて表しなさい。

(e) (d)で得られた bを，(c)で得られた発生したジュール熱Qの式に代入すると，
Qは aの関数となる。Qの最小値Qmin，およびQが最小値をとるときの aの
値を求めなさい。また，この aに対応する bの値も求めなさい。

(f) Qが最小値Qminをとるとき，時刻 t (0 � t � T0)におけるコンデンサーの両端
の電圧 V (t)を求めなさい。

(g) Qが最小値Qminをとるとき，t = 0から t = T0の間に電源がした仕事Wminに
対して，発生したジュール熱Qminの割合

Qmin

Wmin

を求めなさい。また，Qmin

Wmin

を
T0の関数として，グラフのおおよその形を描きなさい。
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解答例：課題 I

出題の意図

力学的なエネルギーの保存，運動量の保存とその利用，および力のモーメントについて
の理解を確かめるとともに，微分積分の演算能力を確かめるための問題である。剛体の回
転運動は高校での学習範囲外なので除いてある。

問 1 与えられた位置座標を微分することにより vx = Rθ̇ cos θ，vy = Rθ̇ sin θが得られる。
ちなみに速さは

√
vx2 + vy2 = |Rθ̇| である。

問 2 力学的エネルギーの保存則により

m

2
(Rθ̇)2 +mgR (1− cos θ) =

m

2
v0

2 (1)

が得られる。これを整理すると

θ̇2 =
(v0
R

)2

− 2g

R
+

2g

R
cos θ (2)

が得られる。従って

θ̇ = ±
√(v0

R

)2

− 2g

R
+

2g

R
cos θ (3)

である。

問 3 小球には重力 �FG = (Fx, Fy) = (0, −mg)の他に剛体Aからの垂直抗力 �N が半径方
向に働いている。問題文に与えられているように向心力 (=半径方向の慣性力)の大

きさはm
v2

R
= mRθ̇2なので，半径方向の力の釣り合い

−N +mg cos θ +mRθ̇2 = 0 (4)

より，垂直抗力の大きさ

N = mg cos θ +mRθ̇2 (5)

= m

(
3g cos θ − 2g +

v0
2

R

)
(6)

を求めることができる。向きを考えると

�N = N (− sin θ, cos θ) (7)

= m

(
3g cos θ − 2g +

v0
2

R

)
(− sin θ, cos θ) (8)

1
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が得られる。
従って，小球にはたらく力は

�F = �FG + �N = (0,−mg) +m

(
3g cos θ − 2g +

v0
2

R

)
(− sin θ, cos θ) (9)

である。

(補足)

この設問では垂直抗力の大きさが与えられていたが，小球の運動方程式

m�a = �FG + �N (10)

から垂直抗力を求めることもできる。小球の速度を時刻 tで微分して加速度�aを計
算すると

ax =
dvx
dt

= Rθ̈ cos θ −Rθ̇2 sin θ (11)

ay =
dvy
dt

= Rθ̈ sin θ +Rθ̇2 cos θ (12)

が得られる。これを式 (10)に代入すると

N = mg cos θ +mRθ̇2 (13)

が得られる。同様に円弧に沿った小球の加速度も

d

dt
vθ = Rθ̈ = −g sin θ (14)

も求めることができる。

問 4

(x, y) = (X +R sin θ,R−R cos θ) (15)

問 5 小球の運動量は (mẊ+mRθ̇ cos θ,mRθ̇ sin θ)と表せる。また剛体Aの運動量は (MẊ, 0)

と表せる。

問 6 小球と剛体Aの運動エネルギー，小球の重力エネルギーを考えると

m

2

[(
Ẋ +Rθ̇ cos θ

)2

+R2θ̇2 sin2 θ

]
+

M

2
Ẋ2 +mgR(1− cos θ) =

m

2
v0

2 (16)

が導かれる。

2
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問 7 全運動量の x成分が保存することから

(m+M) Ẋ +mRθ̇ cos θ = mv0 (17)

が得られる。小球が θ =
π

2
にあるときは，

(m+M) Ẋ = mv0 (18)

である。またエネルギー保存則に θ =
π

2
, θ̇ = 0を代入すると

m+M

2
Ẋ2 +mRg =

m

2
v0

2 (19)

が得られる。運動量保存則を使って Ẋを消去すると

v20 =
2Rg(M +m)

M
(20)

v0 =

√
2Rg(M +m)

M
(21)

が得られる。

問 8 運動量保存則とエネルギー保存則を用いれば Ẋと θ̇を求めることができる。計算を
容易にするために，Ẋを消去した式を導こう。式 (17)の両辺を自乗し，2(m+M)

で割ると

m+M

2
Ẋ2 +mRẊθ̇ cos θ +

1

2

(
m2

m+M

)
R2θ̇2 cos2 θ =

m2

2(m+M)
v0

2 (22)

が得られる。これをエネルギー保存則に代入すると

M

m+M
R2θ̇2 cos2 θ +R2θ̇2 sin2 θ + 2Rg (1− cos θ) =

M

m+M
v0

2 (23)

が得られる。さらに式 (20)を整理して得られる式

2Rg =
M

M +m
v0

2 (24)

を代入すると

R2θ̇2 cos2 θ +
m+M

M
R2θ̇2 sin2 θ = v20 cos θ (25)

(
Rθ̇

)2

= v0
2 cos θ

(
1 +

m

M
sin2 θ

)−1

(26)

3
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が得られる。この式に θを代入すると |Rθ̇|が求まる。運動量保存則から

Ẋ =
m

M +m

(
v0 −Rθ̇ cos θ

)
(27)

が得られるので，これにRθ̇と θを代入すると剛体Aの速度 Ẋが求まる。

(a) θ � 0でのぼるときRθ̇ = v0なので Ẋ = 0となる。

(b) θ =
π

3
でのぼるときRθ̇ =

√
2M

4M + 3m
v0なので

Ẋ =
m

m+M
v0

(
1− 1

2

√
2M

4M + 3m

)
(28)

となる。

(c) θ =
π

2
のときRθ̇ = 0 なので Ẋ =

m

m+M
v0となる。

(d) θ =
π

3
で下るときRθ̇ = −

√
2M

4M + 3m
v0なので

Ẋ =
m

m+M
v0

(
1 +

1

2

√
2M

4M + 3m

)
(29)

となる。

(e) θ � 0で下るときRθ̇ = −v0なので Ẋ =
2m

M +m
v0となる。

剛体Aは徐々に加速して小球が離れる直前に，弾性衝突したときと同じ速度になる。
この問題では重力が小球と剛体Aの間にはたらく反発力の役割を果たしている。

問 9 正方形の面積R2から 1/4円の面積 πR2

4
を差し引き，厚みwとの積を計算すると体

積 V =
(
1− π

4

)
R2wが求められる。密度は ρで一定なのでM = ρ

(
1− π

4

)
R2wが

得られる。

剛体Aの質量は定積分

M =

∫ R

0

ρw(R−
√
R2 − x2)dx = ρwR2

(
1− π

4

)
(30)

を x = R sin θで置換することにより積分することもできる。

4
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問 10 与えられた積分を実行すると求めることができる。

xG =
1

M

∫ R

0

ρxw
(
R−

√
R2 − x2

)
dx (31)

=
1(

1− π

4

)
R2

∫ R

0

x
(
R−

√
R2 − x2

)
dx (32)

=
1(

1− π

4

)
R2

[
Rx2

2
+

1

3

(
R2 − x2

)3/2]R
0

(33)

=
2

12− 3π
R (34)

yG = R− xG (35)

問 11 剛体Aには (a) 重力，(b) 小球におよぼす垂直抗力の反作用, (c) 水平面から受ける
垂直抗力, (d) ちょうつがいによる剛体Aの角を止める力がはたらいている。(a) と
(b) の力の大きさと向きは

�F(a) = (0, −Mg) (36)

�F(b) = N(sin θ,− cos θ) (37)

(c)と (d)の力のそれぞれの向きと大きさは分からない。

(補足)

(c)と (d)の力の和は剛体Aにはたらく力がつり合っている (全ての力の和が 0であ
る)ことから分かる。

�F(c) + �F(d) = −�F(a) − �F(b) = (−N sin θ, Mg +N cos θ) (38)

水平面が滑らかなため (c)の力は y方向を向いていることを考えると

�F(c) = (0, Mg +N cos θ − fy) (39)

�F(d) = (−N sin θ, fy) (40)

のように x成分についてはそれぞれの大きさを求めることができる。しかし fyの大
きさは不定である。

問 12 剛体Aが静止しているときは力のモーメントの和が 0である。力のモーメントは力
とうでの長さの積で，うでの長さは回転中心 (点 J)から力の作用線までの距離であ
る。従ってちょうつがいによる剛体の角を止める力 (�F(d))は力のモーメントを持た
ない。このため (a) 重力，(b) 小球におよぼす垂直抗力の反作用, (c) 水平面からの

5
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垂直抗力による力のモーメントの和が 0という条件が得られる。

�F(a)による力は重心にかかると考えて良い。従って作用線は重心を通る y軸に平行
である。従って回転中心 (点 J)から作用線までの距離はR − xGであり，力のモー
メントは

M(a) = (R− xG)Mg =
2

(4− π)

(
5

3
− π

2

)
RMg (41)

となる。この力は剛体Aを反時計周りに回転させる方向にはたらく。

�F(b)の作用点は小球の位置で，作用線は方程式

y = − 1

tan θ
(x−R sin θ) + R (1− cos θ) (42)

と表すことができる。回転の中心である点 Jから作用線までの距離 (=うでの長さ)

は

� =
√
2R sin

(
θ − π

4

)
(43)

である。距離は常に正であるが，ここでは力のモーメントを求めるのが目的なので，
作用線が回転中心より上にあるときを正，下にあるときは負となるよう符号をつけ
ておいた。剛体Aを傾ける方を正となるように力のモーメントを定義すると

M(b) =
√
2R sin

(
θ − π

4

)
N (44)

=
√
2Rm

(
v0

2

R
− 2g + 3g cos θ

)
sin

(
θ − π

4

)
(45)

が得られる。

従って水平面からの垂直抗力による力のモーメントは

M(c) = M(a) −M(b) (46)

=
2

(4− π)

(
5

3
− π

2

)
RMg

−
√
2Rm

(
v0

2

R
− 2g + 3g cos θ

)
sin

(
θ − π

4

)
(47)

である。垂直抗力は剛体 Aを時計回りに回転させるようにはたらくはずなので，
M(c) � 0 でなくてはならない。

問 13 問 12で求めたM(c)が負になると剛体Aは静止できなくなる。これを式に表すと

6
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となると

2

(4− π)

(
5

3
− π

2

)
RMg <

√
2mR

(
v0

2

R
− 2g + 3g cos θ

)
sin

(
θ − π

4

)
(48)

となる。

問 14 (a) 剛体の重力による力のモーメントは剛体の傾きを止める方向に働き一定である
(式 (41)を参照のこと)。従って小球による力のモーメントがM(b) > 0のとき
だけ，剛体が傾く可能性がある。式 (45)より θ >

π

4
のときだけこの可能性が

あることが示せる。

(b) 与えられた条件のとき小球による力のモーメントは

M(b) = 3
√
2mRg cos θ sin

(
θ − π

4

)
(49)

=
3
√
2

2
mRg

[
sin

(
2θ − π

4

)
− sin

π

4

]
(50)

となる。従って剛体を回転させる力のモーメントは θ =
π

4
と π

2
でM(b) = 0で，

θ =
3π

8
で最大となる。傾き始めるかどうかは，問 13で求めた条件に θ =

3π

8
を代入して確認することができる。

7

R7
解答例

22



解答例：課題 II

出題の意図

抵抗とコンデンサーの直列回路において，電源の電圧を変化させたときにどのようにコ
ンデンサーが充電されていくかに関して，数学を用いて求めていく。高校の物理では，充
電の細かな過程を扱わないが，キルヒホッフの法則と微分積分の計算を用いれば充電され
る際の時間変化も求めることができる。電気回路に関する基礎知識と微分積分の計算能力
を試験するための問題である。

問 1 コンデンサーに蓄えられる電荷とエネルギーを求める基本的な問題である。電気回
路に関する基礎的な知識を問う。

(a) コンデンサーに蓄えられる電荷と電圧の関係から q = CE0 が得られる。

(b) コンデンサーに蓄えられる静電エネルギーの公式より，U =
C

2
E0

2 となる。

(c) 十分時間がたつと電流が流れないので，単位時間あたりに発生するジュール熱
は
0である。

問 2 キルヒホッフの法則を用いて電圧の関係から，コンデンサーに蓄えられる電荷の量
q(t)に関する方程式を導く問題である。微分方程式と呼ばれる q(t)と dq(t)

dt
を含む

方程式が導かれる。電気回路に関する基礎的な知識を問う。

(a) コンデンサーに蓄えられる電荷と電圧の関係から V (t) =
q(t)

C
となる。

(b) キルヒホッフの法則より，E(t) = RI(t) +
q(t)

C
。I(t) =

dq(t)

dt
より

R
dq(t)

dt
+

q(t)

C
= E(t)。すなわち，dq(t)

dt
+

q(t)

RC
=

1

R
E(t)。

よって，k1 =
1

CR
，k2 =

1

R
である。

問 3 微分方程式を解くための準備としての式変形を示す。合成関数の微分など微分の計
算が行えるかを検査する。
d

dt

(
q(t)ek1t

)
= k2E(t)ek1tの左辺を計算すると，d

dt

(
q(t)ek1t

)
=

dq(t)

dt
ek1t + k1q(t)e

k1t

これを左辺に代入し，両辺に e−k1tをかけると，dq(t)

dt
+ k1q(t) = k2E(t)となる。

よって示された。

問 4 コンデンサーが充電されていない状態から，電源の電圧を一瞬で上昇させて一定の
状態にしたときのコンデンサーの充電する過程を微分方程式から計算する。誘導に
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従って積分の計算や極限値の計算ができるかを検査する。また，電気回路における
エネルギー保存則を理解できているかを検査する。

(a)
d

dτ

(
q(τ)ek1τ

)
= k2E(τ)ek1τ において，t � 0ではE(t) = E0とできる。

よって，τ で τ = 0から τ = tまで積分すると，
q(t)ek1t − q(0)ek1·0 = k2E0

∫ t

0

ek1τdτ

よって，q(t) = k2E0e
−k1t

1

k1

(
ek1t − 1

)
=

k2E0

k1

(
1− e−k1t

)

k1，k2に値を代入すると，q(t) = CE0

(
1− e−

t
CR

)
が得られる。

グラフは以下のようになる。

q(t)

tO CR

CE0

CE0
e – 1

e

(b) 電流は I(t) =
1

R

(
E0 − q(t)

C

)
=

1

R

[
E0 − E0

(
1− e−

t
CR

)]
=

E0

R
e−

t
CR となる。

あるいは，問 4(a)で求めた I(t)を微分して，I(t) =
dq(t)

dt
から求めてもよい。

グラフは以下のようになる。
I(t)

tO CR

E0

R

E0

eR

(c) 電力を求めると，P (t) = RI(t)2 =
E0

2

R
e−

2t
CR となる。

(d) 電力 P (t)を積分してジュール熱を求める。具体的に計算すると

Q(T ) =

∫ T

0

P (t)dt =
E0

2

R

CR

2

(
1− e−

2T
CR

)
=

CE0
2

2

(
1− e−

2T
CR

)
となる。

また，極限値は，T → ∞で e−
2T
CR → 0であることを考えて

lim
T→∞

Q(T ) =
CE0

2

2
と求められる。
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(e) 定義に従って仕事を計算すると，

W (T ) =

∫ T

0

E0
E0

R
e−

t
CRdt =

E0
2

R
CR

(
1− e−

T
CR

)
= CE0

2
(
1− e−

T
CR

)
となる。

また，極限値は，同様に T → ∞で e−
T
CR → 0であることを考えて

lim
T→∞

W (T ) = CE0
2 と求められる。

(f) 上で求めた値より Q∞
W∞

=
1

2
が得られる。

(g) 電源がした仕事W∞ = CE0
2のうち半分の CE0

2

2
は最終的にコンデンサーに静

電エネルギーとして蓄えられ，残り半分のQ∞ =
CE0

2

2
は抵抗でジュール熱と

なった。

問 5 コンデンサーが充電されていない状態から，電源の電圧を一定の割合で上昇させた
ときにコンデンサーが充電される過程を微分方程式から計算する。誘導に従って現
象を理解する能力，複雑な微積分や指数関数の計算を実行する計算力，回路におけ
るエネルギー保存則の理解を問う。

(a)
d

dτ

(
q(τ)ek1τ

)
= k2E(τ)ek1τ において，0 � t � T0ではE(t) = a

t

CR
+ bとして

τ で τ = 0から τ = tまで積分すると，
q(t)ek1t − q(0)ek1·0 = k2

∫ t

0

(
a

τ

CR
+ b

)
ek1τdτ。よって，

q(t) = k2e
−k1t

[
1

k1

(
a

t

CR
+ b

)
ek1t − 1

k1
b−

∫ t

0

1

k1

a

CR
ek1τdτ

]

=
k2
k1

e−k1t

[(
a

t

CR
+ b

)
ek1t − b− a

k1CR

(
ek1t − 1

)]

=
k2
k1

[
a

t

CR
−
(

a

k1CR
− b

)(
1− e−k1t

)]

k1，k2を代入すると q(t) = C

[
a

t

CR
+ (b− a)

(
1− e−

t
CR

)]
となる。

(b) I(t) =
1

R

(
E(t)− q(t)

C

)
より

I(t) =
1

R

{
a

t

CR
+ b−

[
a

t

CR
+ (b− a)

(
1− e−

t
CR

)]}

=
1

R

[
a
(
1− e

−t
CR

)
+ be−

t
CR

]
=

1

R

[
a+ (b− a) e−

t
CR

]
と求められる。

あるいは，問 5(a)で求めた I(t)を微分して，I(t) =
dq(t)

dt
から求めてもよい。

(c) 発生するジュール熱Qは

Q =

∫ T0

0

RI(t)2dt

=
1

R

∫ T0

0

[
a2 + 2a (b− a) e−

t
CR + (b− a)2 e−

2t
CR

]
dt
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=
1

R

[
a2T0 + 2aCR (b− a)

(
1− e−

T0
CR

)
+ (b− a)2

CR

2

(
1− e−

2T0
CR

)]

=
1

R

{
a2T0 + (b− a)CR

(
1− e−

T0
CR

)[
2a+

1

2
(b− a)

(
1 + e−

T0
CR

)]}

と得られる。

(d) (a)で得られたq(t)に t = T0を代入するとq(T0) = C

[
a
T0

CR
+ (b− a)

(
1− e−

T0
CR

)]

となる。

q(T0) = q0より整理すると，b =
T0

CR

q0R
T0

− a

1− e−
T0
CR

+ aとなる。

(e) (d)より b− a =
T0

CR

q0R
T0

− a

1− e−
T0
CR

であるので，これを代入すると

Q = C

{
a2

T0

CR
+

T0

CR

(
q0R

T0

− a

)[
2a+

T0

2CR

(
q0R

T0

− a

)
1 + e−

T0
CR

1− e−
T0
CR

]}
となる。

簡単のため，κ =
1 + e−

T0
CR

2
(
1− e−

T0
CR

)，τ =
T0

CR
，α =

q0R

T0

とおくと，

Q = C
{
a2τ + τ (α− a) [2a+ τκ (α− a)]

}

= C
[
(τ 2κ− τ)a2 + (2τα− 2τ 2κα)a+ τ 2κα2

]

= C(τ 2κ− τ)(a− α)2 + Cτα2 と平方完成できる。

二次の係数は τ 2κ− τ = τ

(
τ

1 + e−τ

2 (1− e−τ )
− 1

)
となる。

τ > 0であることと問題で与えられた不等式より，1 + e−τ

1− e−τ
>

2

τ
であるので，

τ 2κ− τ > 0が言える。よって，Qの式は下に凸であり，a = α =
q0R

T0

で最小

となる。Qの最小値は，Qmin = Cτα2 =
q0

2R

T0

である。

また，このときの bは b =
T0

CR

q0R
T0

− q0R
T0

1− e−
T0
CR

+
q0R

T0

=
q0R

T0

と求められる。

(f) 上で求めた a，bを代入すると

q(t) = C

[
q0R

T0

t

CR
+

(
q0R

T0

− q0R

T0

)(
1− e−

t
CR

)]
=
q0
T0

tと求められる。

すなわち，一定の割合で充電される。
コンデンサーの両端の電圧は V (t) =

q(t)

C
=

q0
CT0

tと求められる。

電源の電圧はE(t) =
q0
CT0

t +
Rq0
T0

であるので，抵抗での電圧降下が Rq0
T0

であ
ることもわかる。

(g) 電源がした仕事Wminは，抵抗で発生したジュール熱Qminとコンデンサーに蓄
えられた静電エネルギーUの和になる。t = T0において，コンデンサーに蓄え
られた電荷は q0なので，静電エネルギーは U =

q0
2

2C
と求められる。
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よって，電源がした仕事はWmin = U +Qmin =
q0

2

2C
+

Rq0
2

T0

=

(
1

2C
+

R

T0

)
q0

2

である。

このWminはW =

∫ T0

0

I(t)E(t)dtから求めてもよい。

求めたWminとQminを用いて，
Qmin

Wmin

=

Rq02

T0(
1
2C

+ R
T0

)
q02

=
1

1 + T0

2CR

が得られる。

グラフは双曲線であり，T0 = 0で 1，T0 → ∞で 0に収束する。グラフは以下
のようになる。

T0O 2CR

1
2

Qmin

Wmin

1

1
4

6CR

12
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[I]

鉛直面内のなめらかな曲線上の質量mの小球の運動を解析しよう。運動する小球は十
分に小さく，摩擦や空気抵抗は考えなくてよい。重力加速度の大きさを gとして，以下の
問いに答えなさい。

A 曲線としてまずは半円の場合を考える。図 1のように固定された半径 rの半円の頂点に
小球を静かに置くと，小球は半円上をすべりだした。

問 1 図 1で示される，鉛直線とのなす角度が φの位置を小球がすべっているときの小球
の速さ vを求めなさい。

問 2 小球は φ = φ1で半円上から離れた。cosφ1を求めなさい。

Á

g

r

図 1

(次ページに続く)
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B 一般の曲線の場合にどのような条件で小球が曲線上から離れるかを考察しよう。水平方
向をx軸，鉛直上向きを y軸正方向にとる座標系で曲線は y = f(x)で定義されているとす
る。このような一般の曲線の場合にも，小球の各位置の運動を円周上の運動と近似的にみ
なすことによって，小球が曲線から離れず運動するかどうか判定できる。具体的には，曲
線 y = f(x)上の任意の点 (xP, f(xP))に対し，円周がその点を通り，かつその点での曲線
の第 1次微分係数 f ′(xP)と第 2次微分係数 f ′′(xP)が，同じ点での円周の第 1次微分係数
y′(xP)と第 2次微分係数 y′′(xP)とそれぞれ等しくなるような円 (x− xc)

2 + (y− yc)
2 = R2

を考え，その点での小球の運動をこの接円上の運動と近似する。接円は中心が (xc, yc)で
半径がR，また x軸正方向から反時計回りに定義された偏角 θの点 (xP, yP = f(xP))で曲
線と接している。これらの接円のパラメータは曲線上で小球が移動するとともに変化して
いく。図 2に，例としてある曲線上の二つの点のそれぞれでこのようにして定義された接
円を破線で示している。

μ R

(xP, f(xP))

(xc, yc)

x

y
y= f(x)

g

図 2

問 3 接円の方程式 (x− xc)
2 + (y − yc)

2 = R2をもとに計算することで，接円の円周上の
点 (xP, yP)における yを xの関数と見たときの円周の第 1次微分係数 y′(xP)および
第 2次微分係数 y′′(xP)を xP，yP，xc，ycのうち必要なものを用いて表しなさい。た
だし yP − yc �= 0とする。

問 4 接円のパラメータRと θの定義より，xP − xc = R cos θ，yP − yc = R sin θと書ける
こと，および点 (xP, yP = f(xP))において，問 3で求めた y′(xP)と y′′(xP)に対して
f ′(xP) = y′(xP)，f ′′(xP) = y′′(xP)が成り立つことから，f ′(xP)と f ′′(xP)をそれぞ
れRと θのうち必要なものを用いて表しなさい。

2
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問 5 小球の曲線上の各位置での運動をその点での接円上の運動と近似することにより，曲
線上を運動している小球がそのまま曲線上を離れず運動する条件は，その位置での
小球の速さ vおよびその位置での曲線の第 1次微分係数 f ′と第 2次微分係数 f ′′を
用いて {

1 + (f ′)2
}
g + f ′′v2 > 0 (1)

と書けることを示しなさい。

(次ページに続く)
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C 具体例として
y = f(x) = −b sin

x

a
(x � 2πa)

で与えられる曲線上の小球の運動を，問 5の式 (1)で与えられる条件式を用いて調べよう。
ただし a > 0，b > 0とする。図 3のように原点 (0, 0)の位置にある小球に対して原点での
曲線 y = f(x)の接線方向に速さ v0で xの正の向きに運動させた。

v0

P

x

y

g

y=
f(x)

図 3

問 6 小球が x = 0から x = 2πaの範囲の曲線上のある点 (x, f(x))まで曲線上を一度も離
れずに運動したとき，その位置での小球の速さ vを v0，a，b，g，xのうち必要なも
のを用いて表しなさい。

問 7 原点から運動を始めた小球が，曲線上を一度も離れることなく点 P

(
3

2
πa, b

)
に到

達するためには v0が v0,min < v0 < v0,maxの範囲になくてはならない。v0 < v0,minの
場合は，小球は点Pの手前で引き返す。v0,minを g，a，bのうち必要なものを用いて
表しなさい。

問 8 問 7の v0,maxを g，a，bのうち必要なものを用いて表しなさい。

問 9 v0 > v0,maxのとき，小球は πa < x1 <
3

2
πaを満たす x = x1で曲線上を離れる。小球

が曲線上を離れるときの y座標 y1 = f(x1)を v0，a，b，gのうち必要なものを用い
て表しなさい。

4
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問 9の問題文の条件を満たし，x = x1で曲線上を離れた小球は図 4のように放物運動
を行い，x軸上の点Bに到達した。放物運動の x軸からみた最大の高さをH，曲線の終端
の点A(2πa, 0)から点 Bまでの距離を Lとする。x = x1で曲線上を離れた小球が再び曲
線とぶつかる可能性は考えなくてよいものとして，以下の問いに答えなさい。

P

A B
x

g

L

H

®

図 4

問 10 小球が (x1, y1)で曲線上を離れた瞬間の，小球の速度の向きと x軸正方向のなす角
を αとする。ただし αは 0 < α <

π

2
を満たす。tanαを v0，a，b，gのうち必要な

ものを用いて表しなさい。

問 11 放物運動の x軸からみた最大の高さHを v0，a，b，g，tanαのうち必要なものを
用いて表しなさい。

問 12 v0を十分大きな値にとると，tanαはv0によらないある値に近づく。その値をa，bを
用いて表しなさい。必要があれば |x| � 1の場合に成り立つ近似式

√
1 + x � 1 +

x

2
を用いなさい。

問 13 問 12で考えた十分大きなある v0に対して，aを固定した上で bを変化させるとき，
距離 Lを最大にする bを求めなさい。

(次ページに続く)
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D 次に，他の具体例として

y = f(x) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

d

2

�
cos

x

s
− 1

�
(0 � x � 2πs)

0 (x < 0, 2πs < x)

で与えられる曲線上の小球の運動を，問 5の式 (1)で与えられる条件式を用いて調べよう。
ただし d > 0，s > 0とする。図 5のように x < 0のある位置から速さ v0で xの正の向き
に運動させた場合に，以下の問いに答えなさい。

v0

Q

T

x

y g

y= f(x)

図 5

問 14 小球が一度も曲線上を離れることなく運動し点Q(2πs, 0)に到達するために，v0が
満たすべき条件を d，s，gのうち必要なものを用いて表しなさい。

問 15 小球が問 14の条件を満たして運動するものとする。点 T(πs, −d)で小球が曲線か
ら受ける垂直抗力N をm，d，s，g，v0のうち必要なものを用いて表しなさい。

問 16 問 14と問 15の結果を用いることで，速さ v0で平面を滑っているスキーヤーが y =

f(x)で表される形状のくぼみを通過するときの運動を考察しよう。v0 = 36 km/h，
s = 1.0 m，重力加速度を g = 9.8 m/s2として，小球で近似されるスキーヤーが地
面から離れずにくぼみを通過して点Qに達するための，くぼみの深さ dが満たすべ
き条件を求め，さらにこの条件下で点Tにおける垂直抗力N と重力mgとの比 N

mg
がとりうる最大値の概数値を求めなさい。

6
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[II]

荷電粒子は電場や磁場により，その速度が変化する。この性質を利用すると，荷電粒子
の質量mを測定したり，特定の運動エネルギーをもつ荷電粒子だけを集めることができ
る。以下の設問に従って，その原理を考えてみよう。

レーザー光

荷電粒子

a b

(V = V0) (V = 0)

検出面

接地面出射面

図 1

最初はレーザー光を照射すると，質量m，電荷 q (q > 0)の荷電粒子が出射面から初速
0で放出される装置を考えよう。図 1のように出射面，接地面，検出面は平行で，出射面
と接地面は a, 接地面と検出面は b離れている。出射面に正の電位 (V0) をかけると，荷電
粒子は加速され，接地面の小孔を通って接地された検出面に到達する。荷電粒子が出射面
から放出され，検出面に到達するまでの時間Δtを以下の設問に従って導きなさい。なお
装置は真空中にあり，真空の誘電率を ε0とする。

問 1 出射面と接地面を金属で製作すると，コンデンサーと同様に，2つの向かい合った面
の間にだけ電場が発生する。2つの面の面積をそれぞれ Sとして，電場の強さEと
向きを求めなさい。また出射面に蓄えられる電荷Qを求めなさい。出射面の電位は
V0，接地面の電位は 0 である。

問 2 荷電粒子が出射面から放出され，検出面に到達するまでの時間Δtを求めなさい。ま
たこの関係を用いて，質量mをΔt，q，V0，a，bを用いて表しなさい。

8
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x

y

R

P

⊗ B

O v
x

y

R

⊗ B

P (R, 0)

Q (0, R)

Q′ (0, R +Δr)

O

図 2 図 3

次に荷電粒子の軌跡からその質量を測定する方法を考える。図 2に示すように磁束密度
Bの磁場が紙面に垂直で一様な領域に，点Pから荷電粒子を磁場に垂直に入射すると，そ
の軌跡は円弧となる。

問 3 質量m，電荷 q (q > 0)の荷電粒子を，速度 (vx, vy) = (0, v)で入射させると，その軌
跡が，図 2に示すように座標の原点Oを中心とする半径Rの円弧となった。このと
きの軌道半径Rを求めなさい。磁束密度の大きさBは一定で，磁場は紙面に垂直で
表から裏へと向かうとする。

問 4 図 1の装置で加速した荷電粒子を図 2の装置に入射させた場合を考える。このとき
の荷電粒子の軌道半径Rを，m, q, V0, Bを用いて表しなさい。

図 3は図 2に少しずれた軌跡を破線で書き加えたものである。入射角度が y軸方向から
ずれている場合や，質量がmより少し大きい場合には，破線で示すように荷電粒子は点
QからΔrずれた点Q′を通過する。図 1の装置の電圧 V0は一定に保たれているという条
件のもとで，それぞれの場合について位置のずれを求めてみよう。

問 5 質量mの荷電粒子が点 Pで速度が (vx, vy) = (v sin θ, v cos θ) のとき，Δr � f(R)θ

と表せる。関数 f(R)を求めなさい。ただし θ (|θ| � 1)はラジアンで測った角度で，
sin θ � θかつ cos θ � 1であることを証明せずに使って良い。

問 6 質量がm + Δm (ただし |Δm| � m)の場合，Δr � h(R)
Δm

m
という関係が得られ

る。この設問では点 Pより x軸に垂直に入射する荷電粒子を考え，関数 h(R)を求
めなさい。また一般に |s| � 1の場合，実数 nに対して (1 + s)n � 1 + nsが成り立
つことを証明せずに使って良い。
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図 4 図 5

図 4に示すように真上から見た断面が半径 a，角度 ϕの扇型と，内径が bの円弧となる
装置を考える。この装置の y = 0での断面は図 5のようになっていて，装置は扇型と円弧
の間隔 b− aに比べ z方向に十分に長く延びている。扇型も円弧も金属で，適切な電圧を
加えると，コンデンサーと同様に扇型と円弧の間だけに扇型の中心へと向かう電場が生
じる。また電場の強さは z軸からの距離 r =

√
x2 + y2 の関数E(r)であると考えて良い。

従って電位も

V (r) = −
∫ r

a

E(r′)dr′ (1)

のように積分を用い，rの関数として表すことができる。ここで扇型の中心からの距離が
r′の点での電場の強さE(r′)は，扇型の中心から外向きを正とするので符号に注意するこ
と。電位差が適切であれば，この空隙を運動する荷電粒子の軌道を半径 r = Rの円弧と
することができる。この装置の仕組みを考えてみよう。荷電粒子は z = 0の面内を運動す
ると考える。

問 7 質量m，電荷 q の荷電粒子が速度 v で半径 Rの円運動をするために必要な，半径
r = Rでの電場の大きさE0を求めなさい。

問 8 問 7で求めた電場が発生するときの電位 V (b)を求めたい。電気力線がどのようにな
るか考え，扇型の中心からの距離が r (a < r < b) の点での電場ベクトルの r成分
E(r)を求めなさい。また式 (1)を用いて電位 V (b)を求め，E0, R, a, bを用いて表
しなさい。

問 9 図 1の装置で加速した荷電粒子を図 4, 図 5の装置に入射する場合を考えよう。荷電
粒子が半径 r = Rの円弧に沿って運動するのは，V0と V (b)がある関係を満たす場
合に限られる。この関係を求めるとともに，その関係式は質量mや電荷 qによらな
いことを示しなさい。
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問 5で考えたように磁場を使った装置では，垂直に入射しなかった場合は出射位置がず
れる。電場を使った装置では，扇型の角度 ϕを 120◦に近いある角度に設定すれば，この
問題を解決できることを示そう。
この装置の z = 0の面での電場は図 4の原点Oの方を向いているので，面積速度一定

の法則 (高校物理の教科書「ケプラーの第 2法則」を参照すること)が成り立つ。この法
則が成り立つことを以下の設問に従って確認しなさい。

P (x(t), y(t))

Q (x(t+Δt), y(t+Δt))

ΔS

O
x

y

図 6

問 10 図 6を使って xy平面上を運動する荷電粒子の面積速度 ΔS

Δt
を求めよう。原点をO，

時刻 tと t+Δtでの荷電粒子の位置をP, Qとすると，面積速度は三角形OPQの面積
ΔSと時間差Δtの比である。面積速度を時刻 tでの荷電粒子の位置 (x(t), y(t))と速度
(vx(t), vy(t))を用いて表しなさい。時刻 t+Δtでの位置はx(t+Δt) � x(t)+vx(t)Δt,

y(t+Δt) � y(t) + vy(t)Δtと考えて良い。

問 11 z軸からの距離 r =
√

x2 + y2を用いると，この装置での電場ベクトルは

−→
E = (Ex, Ey) =

(
E(r)x

r
,
E(r)y

r

)
(2)

と表せる。この電場によるクーロン力は荷電粒子の面積速度の 2倍に対応する量
j = 2

ΔS

Δt
を時間変化させないことを運動方程式を用いて示しなさい。

(次ページに続く)
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半径 r，速さ vで等速円運動する質量mの荷電粒子の遠心力 (つまり慣性力)は，外向
きでその大きさは

F ′ =
mv2

r
(3)

である。この荷電粒子では，j = 2
ΔS

Δt
= rvなので，v =

j

r
が得られる。これを式 (3)に

代入すると

F ′ =
mj2

r3
(4)

が得られる。等速円運動していない場合でも，式 (4)は z軸から遠ざかる向きの慣性力 (=

遠心力)を正しく与えることが知られている。

問 12 問 8で求めた電場 E(r)を用いて， j = Rvの荷電粒子に働く力を求めよう。原点
から荷電粒子までの距離が r = R +Δrであるとき，荷電粒子に働く電場による力
F と遠心力 F ′の和は

F + F ′ � −κΔr (5)

と表せることを示し，κを求めなさい。ただし，|Δr| � Rとして適切な近似を行う
こと。

問 13 式 (5)は F + F ′が，r = Rの位置に戻そうとする復元力であることを示している。
半径 r = Rから少し斜めに入射した荷電粒子の半径 rは r = Rのまわりでわずかに
増減するが，角度がϕ のとき半径 r = Rにはじめて戻ってくる。このことを利用し
て角度 ϕを求めなさい。
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解答例：課題 I

出題の意図

力学の基本概念である力の釣り合い，エネルギー保存，放物運動を正しく取り扱えるか
を確認します。複雑な方程式や不等式を最後まで解き切る数理能力，知的体力も確認し，
また極限の操作や近似を正しく取り扱えるかも問います。分量も多いため，実力があって
も時間内での完答は困難かもしれませんが，一方で時間にこだわらずじっくり解くことで
物理の面白さが感じ取れるような問題となっていることを期待しています。

問 1 エネルギーの保存を考えると

mgr = mgr cosφ+
1

2
mv2 (1)

なので
v =

√
2gr(1− cosφ) (2)

となる。

問 2 回転座標系における力の釣り合いを考えると，垂直抗力をN として

mg cosφ = N +m
v2

r
(3)

が得られる。小球が半円上を離れる φ = φ1でN = 0となるので，式 (2)と (3)から

mg cosφ1 = m
2gr(1− cosφ1)

r
(4)

となり，これを整理すると
cosφ1 =

2

3
(5)

となる。

問 3 円周の式 (x− xc)
2 + (y − yc)

2 = R2を xで微分して得られる式

2(x− xc) + 2(y − yc)y
′ = 0 (6)

から
y′(xP) = −xP − xc

yP − yc
(7)

が得られる。また，式 (6)をさらに xで微分して

2 + 2 (y′)2 + 2(y − yc)y
′′ = 0 (8)
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より，式 (7)と組み合わせて

y′′(xP) = − 1

yP − yc
− (xP − xc)

2

(yP − yc)3
(9)

が得られる。

問 4 問題文で与えられた xP − xc = R cos θ，yP − yc = R sin θを式 (7)に代入して

f ′(xP) = y′(xP) = − 1

tan θ
(10)

となる。また，式 (9)からも同様に

f ′′(xP) = y′′(xP) = − 1

R sin θ
− cos2 θ

R sin3 θ
= − 1

R sin3 θ
(11)

が得られる。

問 5 問 2と同様に回転座標系での力の釣り合いを考える。0 < θ < πのとき,

mg sin θ = N +m
v2

R
(12)

であり，小球が曲線上を離れない条件はN > 0，すなわち

g sin θ − v2

R
> 0 (13)

となる。ここで問 4の結果を用いると

1

R
= −f ′′ sin3 θ = − f ′′

1 + (f ′)2
sin θ (14)

となるので，式 (13)に代入して

{
1 + (f ′)2

}
g + f ′′v2 > 0 (15)

と問題文の条件式が得られる。またπ < θ < 2πの時は,力の釣り合いの式は sin θ < 0

であることに注意すると
N +mg sin θ = m

v2

R
(16)

と書け，これに式 (14)を代入すると同じ条件式 (15)が得られる。

問 6 エネルギーの保存を考えると

1

2
mv20 =

1

2
mv2 −mgb sin

x

a
(17)
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なので
v =

√
v20 + 2gb sin

x

a
(18)

となる。

問 7 点Pに到達する必要条件として，点Pの位置エネルギーより大きな運動エネルギー
を初期条件として与える必要があることから

1

2
mv20 > mgb (19)

したがって
v0 > v0,min =

√
2gb (20)

となる。厳密には v0 = v0,minの時に小球が曲線上を離れないことを示す必要がある
が，これは問 8の解答から確認できるので，ここでは不問とする。

問 8 問題文で与えられた条件である式 (15)と問 6の解答から，小球が曲線上を離れない
ためには (

1 +
b2

a2
cos2

x

a

)
g +

b

a2

(
v20 + 2gb sin

x

a

)
sin

x

a
> 0 (21)

を常に満たす必要がある。この式を

u = sin
x

a
(22)

を使って書き換えると
u2 +

v20
gb

u+ 1 +
a2

b2
> 0 (23)

さらに変形すると

F (u) =

(
u+

v20
2gb

)2

+ 1 +
a2

b2
− v40

4g2b2
> 0 (24)

問 7の条件より左辺の放物線の頂点は常に u < −1となりかつ下に凸の放物線なの
で，uが−1 � u � 1の値しか取らないことに注意すると，曲線上を一度も離れる
ことなく点 Pに到達するためには v0 > v0,minかつ

F (−1) > 0 (25)

であればよいことがわかる。具体的に計算すると

v0 < v0,max =

√
2gb

(
1 +

a2

2b2

)
(26)
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となる。

問 9 x = x1で式 (24)で定義されるF (u)についてF (u) = 0が成り立つので，そのときの
uを u1とおくと F (u1) = 0となる。この二次方程式の解は二つ存在するが，問 8の
解答における考察にもとづくと二つの解のうち大きい方の解が求めるべき解である
ことがわかるので

u1 = sin
x1

a
= − v20

2gb
+

�
v40

4g2b2
− 1− a2

b2
(27)

となる。従って

y1 = −b sin
x1

a
=

v20
2g

−
�

v40
4g2

− a2 − b2 (28)

となる。

問 10 x = x1での曲線の第 1次微分係数を f ′
1とおくと

tanα = f ′
1 = − b

a
cos

x1

a
(29)

式 (27)の結果を代入し，また tanα > 0より

tanα =
b

a

�����1−
⎛
⎝− v20

2gb
+

�
v40

4g2b2
− 1− a2

b2

⎞
⎠

2

=
b

a

����2 +
a2

b2
− v40

2g2b2
+

v20
gb

�
v40

4g2b2
− 1− a2

b2
(30)

となる。

問 11 エネルギーの保存を考えると，(x1, y1)での小球の速さを v1として

1

2
mv20 =

1

2
mv21 +mgy1 =

1

2
m (v1 cosα)

2 +mgH (31)

が成り立つ。ここから
v21 = v20 − 2gy1 (32)

となり，これを用いて

H =
v21
2g

sin2 α + y1 =
v20
2g

sin2 α + y1 cos
2 α (33)
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となる。式 (28)を代入し，また cos2 α =
1

1 + tan2 α
なので

H =
v20
2g

−
√

v40
4g2

− a2 − b2
1

1 + tan2 α
(34)

となる。問 10の解答と組み合わせれば，Hを v0，g，a，bのみで表すこともできる。

問 12 v0 � √
ga，v0 �

√
gbのとき

√
v40

4g2b2
− 1− a2

b2
=

v20
2gb

{
1−

(
1 +

a2

b2

)(
v20
2gb

)−2
}1/2

� v20
2gb

−1

2

(
1 +

a2

b2

)(
v20
2gb

)−1

(35)

なので，v0が十分大きいとき，式 (30)から

tanα � b

a
(36)

となる。

問 13 問 12で考えた v0が十分大きい状況では，v1 � v0，x1 � πa，y1 � 0となっている
ので，放物線の軌跡は，小球が曲線上を離れた瞬間の時刻を t = 0として

x(t) = πa+ (v0 cosα)t (37)

y(t) = (v0 sinα)t− 1

2
gt2 (38)

となる。ここから放物線の頂点を過ぎて y = 0に到達する時刻 t = tLが

tL =
2v0 sinα

g
(39)

と求まり，Lを
L = x(tL)− 2πa =

2v20 sinα cosα

g
− πa (40)

と計算できる。問 12の解答より tanα � b

a
なので

sinα � b√
a2 + b2

(41)

cosα � a√
a2 + b2

(42)

を代入すると，Lは
L � 2v20

g

ab

a2 + b2
− πa (43)
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となる。これを aを固定した bの関数とみると

dL

db
� 2v20

g

a(a2 − b2)

(a2 + b2)2
(44)

となることからLは b < aで bの増加関数で b > aで bの減少関数となっている。し
たがって，Lを最大にするには b = aとすればよい。

問 14 エネルギーの保存より，点 (x, f(x))における小球の速さ vは

v2 = v20 + gd
(
1− cos

x

s

)
(45)

をみたす。これを問題文に与えられた，小球が曲線上を離れない条件である式 (15)

に代入すると (
1 +

d2

4s2
sin2 x

s

)
g − dv2

2s2
cos

x

s
> 0 (46)

となり
u = cos

x

s
(47)

を用いて整理すると

I(u) =
d2

4s2
u2 − d

2s2

(
v20
g

+ d

)
u+ 1 +

d2

4s2
> 0 (48)

となる。左辺の放物線は頂点が u =
v20
gd

+ 1 > 1かつ下に凸の放物線なので，uが
−1 � u � 1の値しか取らないことに注意すると，曲線上を一度も離れることなく
点Qに到達するためには

I(1) > 0 (49)

であれば良いことがわかる。具体的に計算すると

0 < v0 <

√
2g

d
s (50)

であればよいことがわかる。

問 15 点Tにおける接円の偏角は明らかに θ =
3π

2
であり

f ′′(πs) =
d

2s2
(51)

かつ式 (11)より接円の半径は

R =
2s2

d
(52)

となることがわかる。一方，点Tにおける近似的な円運動の力の釣り合いより，求
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める垂直抗力は点Tにおける小球の速さ vを用いて

N = mg +m
v2

R
(53)

と書ける。エネルギー保存則より速さ vは

1

2
mv20 =

1

2
mv2 −mgd (54)

を満たすので，式 (52)，(53)，(54)から，垂直抗力を

N =

(
1 +

d2

s2

)
mg +

d

2s2
mv20 = m

[
g +

(
d

s

)2 (
g +

v20
2d

)]
(55)

と求めることができる。

問 16 式 (50)を dに対する条件式に書き直すと

d <
2gs2

v20
(56)

となる。v0 = 36 km/h = 10 m/s，s = 1.0 m，g = 9.8 m/s2を代入して

d <
2gs2

v20
� 0.20 m (57)

がくぼみの深さ dに対する条件となる。垂直抗力N が最大となるのは dが最大とな
るときで，このとき垂直抗力と重力との比の概数値は

N

mg
� 2 +

d2

s2
� 2.0 (58)

となる。つまりくぼみの底でおよそ自分の体重分の力で地面に押しつけられる力が
スキーヤーに瞬間的にかかる。ジェットコースターなどの場合は sに比べて dがもっ
と大きいのでより大きな力がかかる。
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解答例：課題 II

出題の意図

電場や磁場が荷電粒子による力，電気力線の保存 (ガウスの法則)，電場と電位の関係な
ど電磁気学の基礎についての理解度を試す問題であるとともに，単振動や，極座標や微少
量の取り扱いに関する数学の理解および計算力を試す総合問題となっている。

問 1 電位差は V0で距離が aなので，電場の強さはE = V0/aである。また出射面の方が
電位が高いので，電場は出射面から接地面を向いている。コンデンサーの電気容量
がC = ε0S/aであることを使うとQ = CV0 = ε0SV0/a = ε0ESと求まる。

問 2 出射面から接地面までは等加速度運動し，接地面での速度は

v =

√
2qV0

m
(1)

となる。また接地面に到達するまでの時間は 2a/vである。接地面から検出面までは
等速直線運動をするので

Δt =
2a+ b

v
= (2a+ b)

√
m

2qV0

(2)

と求まる。これをmについて解くと，

m = 2qV0

(
Δt

2a+ b

)2

(3)

が得られる。電圧 V0や装置の大きさ (a, b)は測定できるので，Δtを測定できれば
質量mが求まる。このように粒子の飛行時間から求める方法は飛行時間法 (Time of

Flight, 略称 TOF法)と名付けられている。

問 3 磁場によるローレンツの力は F = qvBで反時計回りに回転するよう働く。これと半
径Rの円運動の遠心力mv2/Rが釣り合うのは

qvB =
mv2

R
(4)

ときである。これを整理すると

R =
mv

qB
(5)

が得られる。
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問 4 問 1で求めた速度と電圧の関係を代入すると，

R =

√
2mV0

qB2
(6)

これをmについて解くと，

m =
qB2R2

2V0

(7)

が得られるので，V0, q, B, Rの値を測定できれば質量が求まることが確認できる。

問 5 速度の大きさは変化しないので，軌道はやはり半径Rの円弧となる。その中心Cと
点Pは距離がRで点Pでの速度ベクトルと垂直な位置となる。この条件より中心C

の座標は (x, y) = [R(1− cos θ), R sin θ]と求まる。従って軌道を表す円の方程式は

(x−R(1− cos θ))2 + (y −R sin θ)2 = R2 (8)

となる。式 (8)に x = 0と cos θ = 1を代入すると

(y −R sin θ)2 = R2 (9)

となるので，

y −R sin θ = ±R (10)

が得られる。 式 (10)の右辺の符号が負の場合は y < 0となるので求める交点では
ない。式 (10)の右辺の符号が正の場合は

y = R +R sin θ � R +Rθ (11)

となるので，Δr = Rθ，つまり f(R) = Rである。

問 6 質量がm+Δmなので，半径が

R′ =

√
2(m+Δm)V0

qB2
= R

√
m+Δm

m
(12)

で中心が (x, y) = (R−R′, 0)の円の一部が軌跡となる。ここで |Δm| � mであるこ
とに注意すると

R′

R
=

(
m+Δm

m

)1/2

=

(
1 +

Δm

m

)1/2

� 1 +
Δm

2m
(13)
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が得られる。円の方程式は

(x+R� −R)
2
+ y2 � (R�)2 (14)

と表され，y軸との交点で y > 0の座標は

y =

√
(R�)2 − (R� −R)2 � R� � R

(
1 +

1

2

Δm

m

)
(15)

となる。Δr =
ΔmR

2m
なので h(R) =

R

2
である。

問 7 半径Rで円運動する荷電粒子の遠心力と，電場による力が釣り合うという条件より

qE0 =
mv2

R
(16)

が得られるので

E0 =
mv2

qR
(17)

である。ただし電場は z軸を向くように加わっているので，電場ベクトルの r成分
は−E0である。

問 8 電気力線は z =一定で，z軸へと向かう直線の一部となるため，隣り合う電気力線と
の間隔は rに比例する。電場は電気力線の間隔に逆比例するので，電場はE(r) ∝ r−1

となる。半径 r = Rでの電場が−E0であることを考えると，a < r < bの範囲で

E(r) = −E0R

r
(18)

が得られる。また電位は

V (r) = −
∫ r

a

E(r�)dr� = E0R log
(r
a

)
(19)

と表される。従って円弧 (r = b)の内径での電位は

V (b) = E0R log

(
b

a

)
(20)

と求められる。

問 9 図 1の装置により加速された荷電粒子はmv2/2 = qV0の運動エネルギーを持つので，
E0 = 2V0/Rが得られる。これを式 (20) に代入すると，V (b) = 2V0 log(b/a)が得ら
れる。この関係式には荷電粒子の質量mや電荷 qが含まれない。従って電荷が q > 0

であれば，質量によらず出射位置が等しくなる。
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問 10 図 6に補助線を加え図 7のようにすると，面積を求める三角形は長方形から 3つの
三角形を差し引いたものであることがわかる。

P = [x(t), y(t)]

Q = [x(t+Δt), y(t+Δt)]

ΔS

O
x

y

図 7

図 7を使うと

ΔS = x(t)y(t+Δt)− x(t)y(t)

2
− x(t+Δt)y(t+Δt)

2

−(x(t)− x(t+Δt))(y(t+Δt)− y(t))

2
(21)

=
x(t)[y(t+Δt)− y(t)]

2
− y(t)[x(t+Δt)− x(t)]

2
(22)

� x(t)vy(t)− y(t)vx(t)

2
Δt (23)

従って面積速度は

ΔS

Δt
=

xvy − yvx
2

(24)

となる。途中でΔtが小さいときに成り立つ近似式を用いたが，得られた面積速度
はΔt → 0の極限で定義されるので，近似による誤差は含まれない。

面積は正に限るのが普通であるが，面積速度は反時計回りのときが正，時計回りの
時が負と定義されている。

問 11 面積速度の時間変化を計算すると

j = xvy − yvx (25)

dj

dt
=

dx

dt
vy + x

dvy
dt

− dy

dt
vx − y

dvx
dt

(26)

が得られる。ここで dx

dt
= vx,

dy

dt
= vy である。また速度の時間変化は加速度

(ax, ay) =

(
dvx
dt

,
dvy
dt

)
と等しいことと，運動方程式

max =
qE(r)x

r
(27)

may =
qE(r)y

r
(28)
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を用いると，dj

dt
= 0が得られる。

問 12 半径 rでの電場による力は

F = − qE0R

R +Δr
= −qE0

(
1 +

Δr

R

)−1

� −qE0

(
1− Δr

R

)
(29)

である。同様に遠心力は

F � =
mj2

(R +Δr)3
=

mj2

R3

(
1 +

Δr

R

)−3

� mj2

R3

(
1− 3

Δr

R

)
(30)

と求めることができる。半径 r = Rでは電場による力と遠心力が釣り合っているの
で，qE0 = mj2/R3であることを使うと

F + F � � −2qE0

R
Δr = −2mj2

R4
Δr (31)

が得られる。特に指示がないので，

κ =
2qE0

R
=

2mj2

R4
(32)

のいずれも正解である。ただし問 13では jを用いた表式の方が便利である。

問 13 問 12で求めた力は，バネ定数 κのバネにつながれた粒子に働く力と同等である。
従って角振動数

ω =

√
κ

m
=

√
2
j

R2
=

√
2
v

R
(33)

と求められる。この式の最右辺に現れる v = j/Rは，半径 r = Rでの回転速度であ
る。半径 r = Rから少し斜め方向に入射した荷電粒子がはじめて半径 r = Rに戻る
のは，半周期

T

2
=

π

ω
(34)

経過したときである。このとき θ方向には

ϕ =
v

R

T

2
=

π√
2

(35)

だけ進む。数値を代入すると，ϕ � 127.28◦が得られる。厳密に考えると回転の速
度は rの変化とともに微妙に変化するが，|Δr| � Rなのでこの計算には含めなく
て良い。
入射方向が微妙に違っても出射位置が同じということは，荷電粒子を特定の場所に
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集められるということである。集めた方が検出や測定に都合が良いので，このよう
な装置が物理や化学の実験で使われている。
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[I]

半径Rの半円状の細い針金を，図１のように，半円が鉛直下向きになるように置いた。
この針金に，小さな穴の開いた質量mの小球を通し，針金に沿って運動できるようにし
た。本問題では，小球と針金の間に，A: 摩擦がない場合，およびB: 摩擦がある場合の
それぞれに対して，小球の運動を調べよう。重力加速度の大きさを gとし，空気抵抗は無
視できるものとして，以下の問いに答えなさい。

x

y

O

� 1
 

� 1

�

2 

�

2

A　はじめに，小球と針金の間に摩擦がない場合を考える。小球の運動を調べるために，まず，
運動方程式を導こう。図 1のように，半円の中心を原点Oとして，水平右向きに x軸を，
鉛直下向きに y軸を取り，時刻 tにおける小球の位置を (x(t), y(t))とする。このとき，小

球の x方向の速度 vxは，x(t)を時間 tで微分した vx =
dx(t)

dt
で，加速度 axは ax =

d2x(t)

dt2

で与えられる。y方向も同様である。
一方，小球は円周上を動くので，円周に沿った運動を考えると便利である。時刻 tにお
いて小球は，y軸からの角度が θの位置にあるとする。

問 1 円周に沿った方向の小球の速度と加速度（反時計回りを正の向きとする）をそれぞ
れ v1，a1，円周に垂直な方向の小球の速度と加速度（円周の外方向を正の向きとす
る）をそれぞれ v2，a2とする。このとき，例えば v1は，v1 = vx · cos θ− vy · sin θと
書くことができる。同様にして v2，a1，a2のそれぞれを，vx，vy，ax，ay，および
θのうち必要な記号を用いて表しなさい。

小球は時刻 tと共にその位置を変えるので，θは時刻 tの関数 θ(t)であり，時刻 tにおけ
る小球の位置は (x(t), y(t)) = (R sin θ(t), R cos θ(t))と表すことができる。このとき，例
えば x方向の速度は，vx =

dx(t)

dt
= R

dθ(t)

dt
· cos θ(t)と書くことができる。以下，簡単の

ために，θ = θ(t)，θ′ =
dθ(t)

dt
，θ′′ =

d2θ(t)

dt2
と書くことにする。

1
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問 2 (ア) vx = Rθ′ · cos θと同様にして vy，ax，ayのそれぞれを，R，θ，θ′，θ′′のうち必
要な記号を用いて表しなさい。

(イ) 上の (ア)の答を問 1の答に代入することで，v1，v2，a1，a2のそれぞれを，R，
θ，θ′，θ′′のうち必要な記号を用いて表しなさい。

(ウ) 針金から小球に働く，原点Oを向いた垂直抗力をN とする。このとき，円周
に沿った方向および円周に垂直な方向の，時刻 tにおける小球の運動方程式は，
それぞれ次式で与えられることを説明しなさい。

+mRθ′′ = −mg sin θ (1)

−mR(θ′)2 = +mg cos θ −N (2)

次に，円周に沿った方向の運動方程式に基づき，小球の運動を考える。時刻 t = 0に小
球を角度 θ0（ただし 0 < θ0 �

π

2
）の位置から静かにはなすと，小球は円周上を振動した。

この振動の周期を考えよう。

問 3 θ0が微小なとき θも微小（つまり |θ| � 1）であり，式 (1)に示した運動方程式にお
いて sin θ � θと近似することができる。このときの小球の振動の周期 T0，および
時刻 tにおける小球の角度 θ(t)を求めなさい。

次に，θ0が微小でないときの小球の振動の周期を，近似せずに調べてみよう。時刻 t ∼
t+Δtの間に小球の角度が θ ∼ θ +Δθに変わったとすると，小球はR|Δθ|移動したこと
になる。このときの小球の速さはR|θ′|なので，移動にかかった時間はΔt =

R|Δθ|
R|θ′| とな

る。ところで，振動の１周期中に角度は，θ0から 0を通って−θ0まで変わり，さらに−θ0

から再び 0を通って θ0まで変わるので，振動の周期は，角度が 0から θ0まで変わる時間
の 4倍で与えられる。ゆえに，周期 T (θ0)は，上記のΔtをこの時間内で足し合わせた積
分の 4倍となり，積分変数 tを θに変数変換すると，次式の θに関する積分で表される。

T (θ0) = 4

∫ T (θ0)

3
4
T (θ0)

dt = 4

∫ θ0

0

1

|θ′|dθ (3)

ここで |θ′|を変数 θの関数として求めておけば，式 (3)の最右辺を使って T (θ0)の計算が
できることになる。

問 4 式 (3)において，特に θ0が微小なときを考える。このとき，式 (3)が問 3の答 T0を
与えることを確かめよう。

(ア) 問 3の答の θ(t)を用いて，tを消去し，|θ′|を，R，g，θ0，θを用いて表しな
さい。

2
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(イ) 上の (ア)の |θ′|を式 (3)に代入して，このときの T (θ0)を求めなさい。計算の
過程を示すこと。

問 5 今度は，θ0が微小でないときを考える。

(ア) エネルギー保存則を考えて，小球が角度 θの位置にあるときの |θ′|を，R，g，
θ0，θを用いて表しなさい。

(イ) 上の (ア)の |θ′|を式 (3)に代入することで T (θ0)の値がわかることになる。代
入して，まず式 (3)の被積分関数を sin

θ0
2
，sin

θ

2
，R，gを用いて表しなさい。

(ウ) 次に，変数変換 sin
θ

2
= sin

θ0
2
· sinφによって積分変数を θから φに変えると，

T (θ0)は次式で与えられる。空欄�に入る式を求めなさい。

T (θ0) = 4

√
R

g

∫ π
2

0

1√
1−�

dφ (4)

(エ) 式 (4)を用いて，T (θ0)は，θ0の単調増加関数になっていることを示しなさい。

(オ) 上の (エ)から，周期が最も長くなるのは θ0 =
π

2
のときであることがわかる。こ

の長さはどのくらいであろうか。式 (4)の被積分関数の大きさを考えて，T (θ0 =
π

2
) <

√
2T0となることを示しなさい。ここで T0は，問 3で求めたものである。

(カ) 上の (オ)では，T (θ0 =
π

2
)は

√
2T0より小さいことを示したが，実は

√
2より

小さい正の数 sを使って，T (θ0 =
π

2
) < s · T0となることを示すこともできる。

工夫して，
√
2より小さい正の数 sを求めなさい。

(次ページに続く)
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B　次に，小球と針金の間に摩擦がある場合を考える。動摩擦係数を μとすると，運動し
ている小球には，μN の大きさの動摩擦力が円周方向に働く。ここで，N は針金から小球
に働く垂直抗力であり，式 (2)から θ′と θの関数として表される。

問 6 摩擦があるときの小球の円周方向の運動方程式を，θ′ < 0，θ′ > 0のそれぞれの場
合について，m，R，g，μ，θ，θ′，θ′′を用いて表しなさい。

時刻 t = 0に小球を角度 θ0（ただし 0 < θ0 � π

2
）の位置から静かにはなすと，小球は

下に向けて動き始めた。
まず，θ0が微小であり，μも微小な場合を考えよう。このときは，小球は円周上を振動
しながら，徐々に振動の振幅を小さくした。

問 7 (ア) θ0および μが微小であるとき，問 6で求めた運動方程式において，sin θ � θ，
cos θ � 1，μ(θ′)2 � 0と近似できるものとする。近似した方程式を参考に，θ0

から動き始めた小球の速度が初めて 0となる角度 θ1を求めなさい。

(イ) θ1で速度が 0になった小球は再び下に向けて動き，次には角度 θ2で速度が 0に
なった。θ2を求めなさい。

(ウ) 小球はこのように振動を繰り返し，2M回目 (Mは正の整数)に速度が 0になる
と，以降は動くことはなかった。2M 回目に速度が 0になった時刻 t2M を求め
なさい。また，静止摩擦係数を μ0とすると，μ0の値はある範囲になければな
らない。その範囲を求めなさい。

今度は，θ0や μが大きい場合を考える。時刻 t = 0に小球を角度 θ0 =
π

2
の位置から静

かにはなすと，小球は下に向けて動き，振動せずに θ = 0で止まった。このときの μの大
きさを以下のように求めてみよう。

問 8 (ア) 問 6で求めた運動方程式のこの場合の解は，次の式を満たすことが知られて
いる。

(θ′)2 = A cos θ + B sin θ + Ce2μθ (5)

式 (5)を時間 tで微分した式と問 6の運動方程式を比べると共に，t = 0の初期
条件を考慮することで，定数A，B，CをR，g，μを用いて表しなさい。

(イ) 小球が θ = 0で止まるために，μが満たすべき方程式を求めなさい。

(ウ) 電卓を用いて，上の (イ)の方程式の解μの概数値を，小数点以下１桁まで求め
なさい。
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[II]

空気の密度は温度 (T )や圧力 (P )，湿度 (φ)といった気象条件により異なる。熱気球や
フェーン現象など，空気の密度変化に関連した事柄を物理の知識を使って考えよう。こ
の設問ではモルを単位とした物質量が n，体積が V の空気の圧力と温度は，気体定数を
R = 8.31 J/(mol ·K)として，理想気体の状態方程式

PV = nRT (1)

に従うものとする。また重力加速度は g = 9.80 m/s2を用い，分子の質量を求める際には，
表 1に与えられた分子量を用いなさい。必要ならば，|x| � 1のとき任意の実数 nに対し
て成り立つ近似式 (1 + x)n � 1 + nxや，|y| � 1かつ |z| � 1のときに成り立つ近似式
(1 + y)(1 + z) � 1 + y + zを用いなさい。

表 1: 気体分子の化学式と分子量

分子 ヘリウム 窒素 酸素 水蒸気
化学式 He N2 O2 H2O

分子量 4.00 28.0 32.0 18.0

分子量は 1モルの分子の質量を g 単位で表した数値である。

問 1 乾燥空気は，分子数の 80.0%が窒素，20.0%が酸素からなるとする。乾燥空気の平均
分子量M を求めなさい。また圧力が P0 = 1.00× 105 Pa，温度が T0 = 300.0 K の
ときの密度 ρ0を求めなさい。

問 2 同じ圧力，温度のヘリウムガスと乾燥空気の密度比 ρHe/ρ0を求めなさい。

問 3 圧力が P = P0 +ΔP で温度が T = T0 +ΔT の乾燥空気の密度を ρ = ρ0 +Δρとす
る。圧力と温度の変化が微小である (|ΔP | � P0, |ΔT | � T0)としてΔρ/ρ0を求め
なさい。

問 4 空気の密度は湿度によっても変化する。湿度は水蒸気の分圧 (Pv)の飽和水蒸気圧
Pv,maxに対する割合φ = Pv/Pv,maxとする。温度T での飽和水蒸気圧はTetensの式，

Pv,max(T ) = 1.93× 1010 exp

(
−4.10× 103 K

T − 35.8 K

)
Pa (2)

により求められる。ここで exp(x)は指数関数 exを表す。これらの関係式を用いる
と，圧力がP，温度がT，湿度がφの空気の平均分子量M ′は，P，T の関数α (P, T )
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を用いて

M ′(P, T, φ) = M + α (P, T )φ (3)

と表せることを示しなさい。また P = 1.00 × 105 Paで T = 290.0, 300.0, 310.0 K

の場合の αの値を符号にも注意して求めなさい。

問 5 前問の結果を用い，圧力が P，温度が T，湿度 φの場合の密度 ρは，P，T の関数
β (P, T )を用いて

ρ (P, T, φ) = ρ0

(
P

P0

)(
T0

T

)
[1 + β(P, T )φ] (4)

と表せることを示しなさい。また P = 1.00 × 105 Paで T = 290.0, 300.0, 310.0 K

の場合の βの値を符号にも注意して求めなさい。

問 4と問 5では湿度を考慮したが，問 6から問 9までは空気は乾燥している (φ = 0)と
して答えなさい。

地表面からの高さ zにより圧力P (z)や温度 T (z)は変化する。このことを考慮して密度
ρ(z)が高さとともにどのように変化するか，以下の問いに従って考えなさい。

問 6 図 1に示すような底面が高さ z0で，上面が高さ zにある，重さのない仮想的な直方
体の箱を考えよう。底面と上面の面積を Sとする。この箱の空気にかかる重力が底
面と上面にかかる圧力により支えられているとき，等式

P (z) = P (z0)− g

∫ z

z0

ρ(z′) dz′ (5)

が成り立つことを示しなさい。

z

z0

g

P (z0)

P (z)

ρ(z′)

図 1

問 6では仮想的な箱を置いて考えたが，箱がなくても大気が静かであれば，式 (5)は正
しい圧力分布を与える。
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問 7 大気の温度が高さによらず T0で一定の場合，圧力の対数は

d

dz
log

[
P (z)

P (0)

]
= −1

λ
< 0 (6)

のように高さ zが上昇するにつれ一定の割合で減少する。式 (5)から式 (6)が導かれ
ることを示しなさい。また T0 = 300.0 Kの場合について λの値を求めなさい。ただ
し logは自然対数である。

問 8 実際の大気の温度は高さ zとともに変化し，温度分布は次のように表せるとする。

T (z) = T (0)− ηz ただし η = 6.00× 10−3 K/m (7)

式 (5) と (7)を用いて，圧力 P (z)と密度 ρ(z)を数式で表しなさい。また P (0) =

1.00× 105 Pa，T (0) = 300.0 Kのとき，高さ z = 3.00× 103 m の密度は z = 0での
密度の何%になるか求めなさい。

問 9 高さが 0 � z � λの範囲であれば，高さ zでの圧力 P (z)は

P (z) � P (0)
(
1− z

λ

)
(8)

と近似できる。同様に高さ zでの密度 ρ(z)も

ρ(z) � ρ(0)
(
1− z

λ�

)
(9)

と表すことができる。高さ z = 0で温度が T (0) = 300.0 Kである場合について λ�を
求めなさい。

日が照ると，気温が上がるとともに地表面の水分が蒸発し，上昇気流が発生する。以下
では，温度が上がることによる効果と水分が蒸発する効果をそれぞれ検討しよう。

問 10 乾燥空気が暖められ，周囲よりΔT だけ温度が高いかたまりができた状況を考える。
温められた空気は高さ z = 0で周囲より密度が低い (Δρ < 0)ので，ゆっくり上昇す
る。かたまりは周囲と同じ圧力を保ちながら，熱を交換することなく (断熱的に)膨
張し，上昇すると考えよう。上昇したかたまりと周囲の大気の密度が等しくなると
浮力が消える。浮力が消える高さ hを求めなさい。かたまりの上昇が始まる地点で
の周囲の大気の圧力と温度はそれぞれ P (0)と T (0)とし，ΔT � T (0)とする。

問 11 湿った空気のかたまりには軽い水分子が含まれるため，乾燥空気より高いところ
まで上昇することができる。乾燥した大気の中で，高さ z = 0に湿度が周囲より
Δφ = 0.100だけ高い空気のかたまりができたとして，湿った空気の上昇を考えよ
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う。高さz = 0では湿った空気のかたまりも周囲の大気も圧力はP (0) = 1.00×105 Pa，
温度は T (0) = 300.0 K である。高さ z = 0での湿度の変化による密度変化 (Δρ�)と，
浮力が消える高さ h�を求めなさい。湿った空気でもほとんどが窒素や酸素なので，
上昇する際の密度の変化は問 10で扱った乾燥空気と同様に計算して良い。上昇に伴
い温度が下がり，飽和蒸気圧が下がるため，水蒸気の一部が水滴となることもある
が，この問題ではこの可能性を考えなくて良い。

問 12 高さ z = 0での温度が T (0) = 310.0 Kの場合について，問 11と同様にΔφ = 0.100

の湿った空気のかたまりの浮力が消える高さ h�を求めなさい。式 (8)や (9)を使用
する際には T (0) = 310.0 Kであることに注意しなさい。

問 13 水蒸気が水滴に変わると，空気の平均分子量が増加することと，凝縮熱により暖め
られることにより密度が変化する。凝縮熱は温度により若干異なるが，この設問で
は 44.0 kJ/molで一定とする。水滴が発生した直後に空気の密度が上がるか下がる
か論じなさい。凝縮熱は全て空気を暖めるために使われるとして良い。

問 14 湿った気流が山の斜面を上昇すると，山に雨を降らせ，空気は乾燥する。乾燥した
気流は山の頂上を越え，反対側の斜面を降りてゆく。上昇流から下降流に転じるの
は，高さ z = 3.00× 103 mで，この高さでの圧力と温度は問 8で求めたものと等し
いとする。また下降流は周囲と同じ圧力を保ち，熱を交換しないとする。下降流の
圧力も高さ z = 0では P (0) = 1.00× 105 Pa として z = 0での下降流の温度を求め
なさい。

問 15 問 1から問 14まで学んだ知識を応用することにより説明ができる事柄を列記し，そ
れぞれについて適切な説明を与えなさい。関連するものであれば，例は気象に限る
必要はない。

解答例: Tetens の式に 温度 100 ◦C (373.15 K)を代入すると，Pv,max =

1.02× 105 Paが得られる。この飽和水蒸気圧は，1気圧では 100 ◦Cで水
が沸騰することを表している。
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解答例：課題 I

出題の意図

本問題は，半円上を動く小球の運動を調べる力学の問題です。高校の物理でもこうした
運動の一部を学びますが，本問題ではそこから少し進んで，振幅が大きくなるときに周期
は単振動からどのように変わるか，摩擦があるときに振動はどうなるかを考えます。高校
の微積分が理解できていれば，指示に従い順次解答できるように出題されています。この
問題により，運動方程式を中心とした力学の基本的な考え方や関連する数理能力，大学に
入って教科書を読み進めることができるか等の能力を問います。

問 1 図を描いて射影を考えることで，次式が求まる。

(v1 = vx · cos θ − vy · sin θ) (1)

v2 = vx · sin θ + vy · cos θ (2)

加速度も同様で，次式が求まる。

a1 = ax · cos θ − ay · sin θ (3)

a2 = ax · sin θ + ay · cos θ (4)

問 2 (ア) 与えられた式を tで 1回および 2回微分することにより，次式が求まる。

(vx = Rθ′ · cos θ) (5)

vy = −Rθ′ · sin θ (6)

ax = Rθ′′ · cos θ −Rθ′2 · sin θ (7)

ay = −Rθ′′ · sin θ −Rθ′2 · cos θ (8)

(イ) 上の (ア)の答を問 1の答に代入すると，

v1 = Rθ′ (9)

v2 = 0 (10)

a1 = Rθ′′ (11)

a2 = −R(θ′)2 (12)

が得られる。

(ウ) 左辺はma1，ma2で，上の (イ)の加速度を代入したもの。右辺の第１項は重力
の円周に沿った方向及び円周に垂直な方向への射影，第２項は垂直抗力。こう
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して問題文の式 (1)，(2)を得る。

問 3 近似して，
θ′′ = − g

R
θ (13)

を得る。これは単振動なので，ω =

√
g

R
とすると，

T0 =
2π

ω
= 2π

√
R

g
(14)

また，
θ(t) = θ0 cos(ωt) (15)

を得る。

問 4 (ア) 問 3の答を代入して，次式が求まる。

|θ′| = | − ωθ0 sin(ωt)| = ω
√

θ20 − θ2 =

√
g

R

√
θ20 − θ2 (16)

(イ) (ア)の答を問題文の式 (3)に代入して，

T (θ0) = 4

∫ θ0

0

1

ω
√
θ20 − θ2

dθ (17)

を得る。ここで θ = θ0 sinψと変数変換すると，

T (θ0) =
4

ω

∫ π
2

0

1

θ0 cosψ
θ0 cosψdψ =

2π

ω
= T0 (18)

と，問 3と同じ答になっている。

問 5 (ア) エネルギー保存：

m

2
(Rθ′)2 −mgR cos θ = 0−mgR cos θ0 (19)

から，
(θ′)2 =

2g

R
(cos θ − cos θ0) (20)

故に，次式が求まる。

|θ′| =
√

2g

R
(cos θ − cos θ0) (21)
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(イ) (ア)の答を問題文の式 (3)に代入して，

T (θ0) = 4

∫ θ0

0

√
R

2g
· 1√

cos θ − cos θ0
dθ (22)

半角に直して，次式が求まる。

T (θ0) = 4

∫ θ0

0

√
R

4g
· 1√

sin2 θ0
2
− sin2 θ

2

dθ (23)

(ウ) sin
θ

2
= sin

θ0
2
· sinφのように θ → φと変数変換すると，

T (θ0) = 4

√
R

g

∫ π
2

0

1√
1− sin2 θ0

2
· sin2 φ

dφ (24)

を得る。故に，空欄に入る式は sin2 θ0
2
· sin2 φ 。

(エ) sin
θ0 + δ

2
> sin

θ0
2
なので，

1√
1− sin2 θ0 + δ

2
· sin2 φ

>
1√

1− sin2 θ0
2
· sin2 φ

(25)

を得る。故に T (θ0 + δ) > T (θ0)となり単調増加。

(オ) 4

√
R

g
=

2

π
T0なので，T (θ0)の上限は，

T (θ0 =
π

2
) =

2

π
T0

∫ π
2

0

dφ
1√

1− 1

2
· sin2 φ

(26)

ここで，φ �= π

2
で 被積分関数 <

√
2なので，T (θ0 =

π

2
) <

2

π
T0 ·

√
2
π

2
=

√
2T0

となる。

(カ) 例えば，φの積分を，φ =
π

6
,
π

3
で π

6
幅の３領域に区切ると，それぞれの領域で

被積分関数は定数
√

8

7
，
√

8

5
，
√
2で押さえられ，<

1

3

{√
8

7
+

√
8

5
+
√
2

}
T0 �

1.25T0と範囲が絞られる。（楕円関数値表を見ると上限は � 1.18T0ぐらいに
なる）

問 6 抗力N は，問題文の式 (2)よりN = mR(θ′)2 +mg cos θ > 0。これを代入して，運
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動方程式は，θ� > 0なら，

mRθ�� = −mg sin θ − μ
[
mR(θ�)2 +mg cos θ

]
(27)

となり，θ� < 0なら，動摩擦力の符号を変えて，

mRθ�� = −mg sin θ + μ
[
mR(θ�)2 +mg cos θ

]
(28)

を得る。

問 7 (ア) 初めは時計方向に動き θ� < 0なので，方程式を近似すると，

mRθ�� = −mgθ + μmg (29)

つまり，
θ�� = −ω2(θ − μ) (30)

を得る。これは θ = μ中心の単振動。振幅は θ0 − μなので，

θ1 = μ− (θ0 − μ) = −θ0 + 2μ (31)

で速度が 0になる。

(イ) 今度は反時計方向で θ� > 0なので，方程式を近似すると，

mRθ�� = −mgθ − μmg (32)

つまり，
θ�� = −ω2(θ + μ) (33)

を得る。これは θ = −μ中心の単振動。振幅は−μ− θ1 = θ0 − 3μなので，

θ2 = −μ+ (θ0 − 3μ) = θ0 − 4μ (34)

で速度が 0になる。

(ウ) 以上のように，振動は θ = ±μ中心に交互におきるが，各振動の振動数は ωと
変わらない。故に，t2M = 2M · T0

2
= MT0。また，一回振動するごとに速度が

0になる位置は，4μずつ θ = 0に近づく。ところで静止摩擦力が重力の接線方
向成分以上となる条件は，mg sin θ � μ0 ·mg cos θ，つまり μ0 � tan θ，逆に小
さい条件は不等号が逆。これから，| tan θ2M−1| > μ0 � tan θ2M なら良い。θ2M
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等は小さいので tan θ2M � θ2M 等を代入すると，

θ0 − 4Mμ+ 2μ > μ0 � θ0 − 4Mμ (35)

となる。

問 8 (ア) 初期条件（θ =
π

2
で θ� = 0）から，C = −Be−μπ。問題文の式 (5)を微分して

2θ�θ�� = θ�(−A sin θ + B cos θ + 2μCe2μθ) (36)

両辺を θ�で割り，θ��に問 6の運動方程式を，(θ�)2に問題の式を代入して，θの
恒等式として両辺を比較することで，

A =
2g

R
· 1− 2μ2

4μ2 + 1
(37)

B =
2g

R
· 3μ

4μ2 + 1
(38)

C = −2g

R
· 3μ

4μ2 + 1
e−μπ (39)

と求まる。

(イ) θ = 0で v = 0，つまりθ� = 0なので，(ア)の答を用いると

0 = (θ�)2 =
2g

R
· (1− 2μ2)− 3μ · e−μπ

4μ2 + 1
(40)

つまり，
1− 2μ2 = 3μ · e−μπ (41)

が求める方程式。

(ウ) 電卓で (イ)の答の左右の式を数値で計算し，比較すれば，概数値はμ � 0.6 (図
1, 図 2)。
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図 1: 問 8(イ)の答の方程式の左・右辺の各 μでの値。μ � 0.6で両辺が近い値になる。

図 2: 様々な動摩擦係数 μに対する，角度 θにおける小球の速度の２乗 v2（2R2ω2を単位
として）。問題文の式 (5)をグラフにしたもの。 μ � 0.6で θ = 0に止まることが分かる。
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補足

• θ�(t)を θの関数 θ�(θ)と見ると，dθ�

dt
=

dθ�

dθ
· dθ
dt

=
1

2

d(θ�)2

dθ
なので，運動方程式は

d(θ�)2

dθ
− 2μ(θ�)2 = −ω2(sin θ − μ cos θ) (42)

となり，これは (θ�)2の非斉次１階微分方程式なので定数変化法で積分でき，初期条
件を θ0で (θ�0)

2とすると，解は

(θ�)2 =
2ω2

4μ2 + 1
{(1− 2μ2) cos θ + 3μ sin θ − e−2μθ0((1− 2μ2) cos θ0 + 3μ sin θ0) · e2μθ}

+(θ�0)
2e−2μθ0 · e2μθ (43)

となる。 ここに θ0 =
π

2
で θ�0 = 0を代入したのが問題文の式 (5)。

• 問題文の式 (5)には３つの定数がある。1階微分方程式で初期条件からCが決まる。
非斉次項による特解は独立な２つの関数 sin θ, cos θを含むので，それぞれの項を比
較することで，２つの定数A,Bも決めることができた。

• エネルギー保存則は，

1

2
mv2(θ)−mgR cos θ = 0−mgR cos θ0 +W (44)

ここでW は小球が針金にした摩擦の仕事 (エネルギー)で，

W =

∫ θ

θ0

μ(mg cosψ +m
v2(ψ)

R
)Rdψ (45)

となる。ここで V 2(θ) ≡ v2(θ)

gR
とおくと，この式は

V 2(θ) = 2(cos θ − cos θ0) + μ

∫ θ

θ0

dψ{cosψ + V 2(ψ)} (46)

の積分方程式となる。ここで，μが小さいとして，μに対し 0次の V 2(θ) = 2(cos θ−
cos θ0)を積分内に代入して積分すると，

V 2(θ) = 2(cos θ − cos θ0) + 3μ(sin θ − sin θ0)− 2μ(θ − θ0) cos θ0 (47)

となる。ちなみに，この式は，式 (43)を θ�0 = 0として μで１次まで展開しても得ら
れる。止まる位置を θ1 = −θ0+ ε（ただし εはμの orderで小さい）とし，V (θ1) = 0
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なので，上式を εの１次までで展開すると，

ε = μ(6− 4θ0 cos θ0
sin θ0

) (48)

となる。θ0が小さいときは ε � 2μとなり問 7(ア)の答となる。一方，問 8のように
θ0が θ0 =

π

2
と大きいときは，ε � 6μとなり，振幅の減衰幅は θ0が大きくなるに

つれて大きくなることが分かる。このように，振幅の減衰幅は，摩擦によるエネル
ギーを考えても導き出せるが，計算は運動方程式から考えるよりも少し複雑である。
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解答例：課題 II

出題の意図

気体の性質についての理解度ならびに，指数関数や微積分に関する習熟度を試す問題に
なっています。最後の設問では身の回りの気象や水の性質を科学的な目で捉える力を試し
ています。

問 1 問題に与えられた条件より空気の平均分子量は

M = 28.0× 0.800 + 32.0× 0.200 = 28.8 (1)

である。ここで用いた分子量Mは 1モル当たりの質量を g 単位で測った数値である
ため，kg を質量の単位とする SI単位系では 1 g = 10−3 kg に換算して計算しなく
てはならない。この解答例では M̃ = 10−3M kg/molを用い，数式が煩雑となるの
を防ぐ。乾燥空気の場合，M̃ = 2.88× 10−2 kg/molである。

理想気体の状態方程式を利用すると乾燥空気の密度は

ρ0 =
nM̃

V
=

M̃P0

RT0

= 1.16 kg/m3 (2)

のように求められる。

問 2 単位体積あたりの分子数はヘリウムガスも同じであることに注意すると，

ρHe

ρ0
=

4.00

28.8
= 0.139 (3)

ヘリウムガスの入った風船が強く浮き上がるのはこのためである。

問 3

ρ0 +Δρ =
M̃P

RT
= ρ0

(
1 +

ΔP

P0

)(
1 +

ΔT

T0

)−1

(4)

なので，与えられた近似式を用いると

Δρ0
ρ0

=
ΔP

P0

− ΔT

T0

(5)

が得られる。

問 4 気体の圧力は分子の数に比例する。従って湿ったモル数 nの空気に含まれる水蒸気
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のモル数 nH2Oは

nH2O =
φPv,max(T)

P
n (6)

となる。従って湿った空気の平均分子量は

M � = 28.8 + (18.0− 28.8)
φPv,max(T )

P
(7)

と表すことができる。整理すると

α (P, T ) = −10.8
Pv,max(T )

P
(8)

と表すことができる。指示された圧力と温度での値は以下の通りである。

α =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−2.06× 10−1 (T = 290.0 K)

−3.80× 10−1 (T = 300.0 K)

−6.69× 10−1 (T = 310.0 K)

(9)

問 5 湿っている場合は平均分子量が 28.8 から前問の式で表される形に変わることを利用
すると

β(P, T ) =
α(P, T )

28.8
= −0.375

Pv,max(T )

P
(10)

であることが分かる。数値を代入すると

β =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−7.16× 10−3 (T = 290.0 K)

−1.32× 10−2 (T = 300.0 K)

−2.32× 10−2 (T = 310.0 K)

(11)

となる。

問 6 箱に上向きに働く力は P (z0)Sである。下向きに働く力は P (z)Sと重力である。箱
の中にある空気の質量は

m = S

� z

z0

ρ(z�)dz� (12)

であることを考えると力の釣り合いから

P (z0)S = P (z)S + gS

� z

z0

ρ(z�)dz� (13)

が得られる。この式の両辺を Sで割り，移項すると問題文に与えられた条件 (5)が
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求まる。

問 7 問 6で与えられた式 (5)の両辺を zで微分すると

dP

dz
= −ρg (14)

が得られる。これに ρ = nM̃/V と理想気体の状態方程式を代入すると

dP

dz
= −M̃Pg

RT
(15)

が得られる。両辺を P で割ると，

1

P

dP

dz
=

d

dz
log

[
P (z)

P (0)

]
= −M̃g

RT
= −1

λ
(16)

が得られる。温度 T = T0 = 300.0 Kの場合，λ = 8.83× 103 mとなる。

問 8 温度が高さにより変化する場合，前問で求めた方程式は

d

dz
log

[
P (z)

P (0)

]
= − M̃g

RT (z)
= − M̃g

R [T (0)− ηz]
(17)

と書き換えることができる。左辺と右辺を z = 0から積分すると

log

[
P (z)

P (0)

]
=

M̃g

ηR
log

[
1− ηz

T (0)

]
(18)

が得られる。整理すると

P = P (0)

[
1− ηz

T (0)

]M̃g/(ηR)

(19)

が得られる。密度は

ρ =
M̃P

RT
= ρ(0)

[
1− ηz

T (0)

]M̃g/(ηR)−1

(20)

数値を代入すると z = 3000 mでの圧力は 0.70451P (0)，密度は 0.74948 ρ(0)となる
ので，密度は z = 0での値の 74.9 %である。

問 9 前問で求めた式 (20)を近似すると，

ρ(z) = ρ(0)

[
1−

(
M̃g

R
− η

)
z

T (0)

]
(21)

11
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が得られるので，

λ� = T (0)

(
M̃g

R
− η

)−1

= 1.0728× 104 m (22)

が得られる。有効数字 3桁にすると λ� = 1.07× 104 mとなる。ただし問 10で λと
の差を計算する際には 1.073× 104 mとして計算した方が良い。

問 10 ２原子分子である空気では定積比熱はCV = (5/2)R，定圧比熱はCP = (7/2)Rでそ
の比はCP/CV = 7/5である。このため，断熱的に膨張すると，その圧力と体積は

PV 7/5 = 一定 (23)

に従って変化する。ここで ρV も一定に保たれることに注意すると，密度は

ρ ∝ P 5/7 ∝
(
1− z

λ

)5/7

(24)

に従って，高さとともに減少してゆく。問 3で求めた温度の上昇による密度変化も
考慮すると上昇する空気の密度は

ρ(z) = ρ(0)

[
1 +

ΔT

T (0)

]−1 (
1− z

λ

)5/7

(25)

� ρ(0)

[
1− ΔT

T (0)
− 5

7

z

λ

]
(26)

により表される。問 9の式 (9)を用いると，周囲の大気と密度が等しくなる条件

ΔT

T (0)
+

5

7

h

λ
=

h

λ� (27)

が得られる。整理すると

h =

(
1

λ� −
5

7λ

)−1
ΔT

T (0)
=

(
2

7

M̃g

R
− η

)−1

ΔT = 2.70× 102
(
ΔT

1 K

)
m(28)

が得られる。

問 11 湿度による密度変化は

Δρ� = βΔφρ(0) (29)

と表すことができる。上昇による密度変化は乾燥空気と同じとして良いので，上昇

12
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する湿った空気の密度は

ρ(z) � ρ(0)

(
1 + βΔφ− 5

7

z

λ

)
(30)

と変化する。周囲と同じ密度になるのは

h� = −
(
1

λ� −
5

7λ

)−1

βΔφ (31)

である。数値を代入すると h� = 107 mが得られる。

問 12 問 11で求めた数式に高さ z = 0での温度 310.0 Kを用いて計算すると，h� = 194 m

と 300.0 Kの時よりずいぶん高くなる。湿度の変化はΔφ = 0.100で同じでも，温度
が高くなると飽和水蒸気圧が高くなり，密度の変化が大きくなるためである。

問 13 水蒸気が水滴になると，空気の平均分子量が大きくなる。湿った空気 1モルの中の
水蒸気 Δxモルが乾燥空気と置き換わることにより分子量は

ΔM = (28.8− 18.0)Δx (32)

だけ変化する (問 4の答)。圧力と温度が変化しないなら，個数密度も変化しないの
で，密度変化と平均分子量の変化は等しくなる。

Δρ

ρ0
=

ΔM

M
= 0.375Δx (33)

しかし凝縮熱が加わることにより

ΔT =
ΔQ

CP

=
2ΔQ

7R
= 1.51× 103 Δx K (34)

だけ温度が上昇する。この温度上昇による密度変化は問 3より

Δρ

ρ0
= −ΔT

T0

= −5.04Δx (35)

となる。温度上昇による密度低下の方が，凝縮による密度増加を上回る。したがっ
て飽和水蒸気圧に達したのちも，水蒸気の一部が水滴に変わりながら密度が下がり
上昇を続ける。

この問題では温度変化を定圧比熱で論じるべきであるが，定積比熱CV = (5/2)Rを
用いても結論は変わらないので大きな減点にはしない。

問 14 問 10で用いた断熱変化の式に理想気体の状態方程式 PV = nRT を代入して V を消
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去すると，

PV 7/5 = P−2/5 (nRT )7/5 = 一定 (36)

が得られる。従って断熱変化している気体の圧力と温度の間には

T (0) = T (3.00× 103 m)

[
P (0)

P (3.00× 103 m)

]2/7
(37)

という関係式が成り立つ。これに数値を代入すると T (0) = 312 Kが得られる。こ
れは 39 ◦Cと高温である。

問 15 たとえば次のような事柄を論じることを期待している。

– 夏，太陽により暖められた空気が上昇するのは，単に温度が高くなるだけでな
く，湿気を含みやすくなるからである。温度上昇による密度変化より，水分子
が空気より軽いことと，水分子が水滴になる際の凝縮熱により温度が上がるこ
とが上昇気流を発生させるのに重要である。

– 湿った空気が上昇しやすいのは温度が 30 ◦C (= 303.15 K) より暑いときであ
る。Tetens の式によれば温度が高くなればなるほど，飽和水蒸気圧が高くな
り，空気の絶対湿度が高くなりやすく，密度も乾燥しているときより低くなり
やすい。このようなときほど，強い上昇気流が発生しやすい。またその水蒸気
が水滴に戻る際の凝縮熱が上昇気流を加速させる要因である。

– 解答例の議論を進めると，高山の気圧の低いところではより低温で水が沸騰す
ることや，圧力釡では高い温度で煮えることを理解できる。たとえば問 8で考
えた高さ 3× 103 mでの気圧と飽和蒸気圧が等しくなる (Pv,max = 7× 104 Pa)

のは 90 ◦C というように沸点を求めることができる。

– 高さによる温度の低下率 η = 6.00 × 10−3 K/mは適当な値になるように調節
されているらしい。もしこれより急激に温度が下がるなら，一度暖められた空
気は途中で止まることなく上昇を続ける。しかし温度勾配がずっと緩いと，蒸
発熱を考えても上昇流は起こらなくなる。上昇流がなくなると，大気の循環は
ずっと遅くなり，現在とは全く異なる気象になるだろう。
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[I]

図 1のように，エレベータ内に，質量の無視できる自然長L，ばね定数 kのばねがつり下
げられている。エレベータ内で鉛直上向きを正として z軸を考える。天井から鉛直下向き
に Lだけ下がった位置を座標原点Oとする。（原点Oはエレベータとともに動くものと
する。）ばねの先端に質量mの小球を取り付ける。小球の時刻 tでの位置を z(t)と表す。
最初，エレベータは動いておらず，小球はつり合いの位置 z = z0で静止しており，これ
を「最初の状態」とする。重力加速度の大きさを gとし，空気抵抗は無視でき，小球は鉛
直方向のみに運動し，エレベータの天井や床に衝突することはないものとして，以下の問
いに答えなさい。

図 1

問 つり合いの位置 z0を求めなさい。

これ以後の問題 [I]-A～[I]-Dで考える運動は全て，上記の「最初の状態」から始まるもの
とする。

1
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[I]-A

「最初の状態」から鉛直方向にわずかに離れた位置 z = z1に小球を移動させ，時刻 t = 0

において静かに放した。

問 1 小球の加速度を aとする。小球に対して成り立つ運動方程式をm，k，z，a，gのう
ち必要な記号を用いて表しなさい。

加速度 aは，z（= z(t)）の第 2次導関数（2階微分）d2z

dt2
と等しい。また，小球の速度

は，zの第 1次導関数 dz

dt
と等しい。一般に，第 2次導関数 d2x

dt2
が定数ω，x0に対して，方

程式
d2x

dt2
= −ω2(x − x0) (1)

を満たす場合，この方程式の解は，定数A，Bを用いて，

x(t) = x0 + A cos ωt + B sin ωt (2)

で与えられ，単振動を表すことが知られている。

問 2 前問の運動方程式を式 (1)のように変形し，ωを求めなさい。ただし，ω > 0とする。
また，振動の周期 T を求めなさい。

問 3 t = 0における小球の位置と速度に注目して，z(t)を z0，z1，ω，tを用いて表しな
さい。

2
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[I]-B

「最初の状態」の後，時刻 t = 0からエレベータが鉛直上方に一定の加速度α0で移動する
場合を考える。

問 1 時刻 t = 0以降のある時刻 tに，エレベータとともに移動する観測者が小球の運動を
観測した場合，小球に対して成り立つ運動方程式を表しなさい。

問 2 前問の運動方程式を解き，小球の時刻 tでの位置 z(t)を求めなさい。

問 3 エレベータのみの質量をM とする。前問で求めた小球の位置（運動）を考慮した上
で，エレベータが等加速度運動するために，エレベータに加えるべき外力F を tの
関数として求めなさい。

[I]-Aの問 2で求めた T に対して，時刻 t =
3T

4
において，エレベータの加速度は 0とな

り，その後エレベータはそのまま等速直線運動を続けた。

問 4 時刻 t =
3T

4
以降，エレベータとともに移動する観測者が小球の運動を観測した場

合，小球はどのような運動をするか，答えなさい。

問 5 α0 = gのとき，時刻 t = 0から 3T までの間の z(t)のグラフを描きなさい。

時刻 t = 0から t0（ただし，t0 �= 3T

4
）まではエレベータが鉛直上方に一定の加速度α0

で移動し，時刻 t = t0以降はエレベータの加速度が 0となり，その後エレベータがそのま
ま等速直線運動を続けた場合を考える。

問 6 時刻 t = t0以降，エレベータとともに移動する観測者が小球の運動を観測した場合，
小球が静止し続けるような t0が存在するか，答えなさい。t0が存在する場合，具体
的な表式を求めなさい。
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[I]-C

図 2のように，エレベータの外で静止している観測者から見た鉛直上向きの座標系Zを考
えてみよう。この座標系でのエレベータの天井と小球の座標をそれぞれ ZE，ZPとする。
「最初の状態」の後，時刻 t = 0からエレベータが一定の外力F0により鉛直上向きに運動
する場合を考える。ただし，時刻 t = 0において ZP = 0とする。また，エレベータのみ
の質量は以下においてもM とする。

図 2

問 1 時刻 t = 0におけるZEを求めなさい。

問 2 この座標系での，ある時刻 tにおけるエレベータと小球の運動方程式をそれぞれ表
しなさい。

座標ZGを
MZE + mZP

M + m
とする。また，ばねの伸びはZR = ZE −ZP −Lと表すことが

できる。

問 3 速度 dZG

dt
が t > 0で常に正となる条件を求めなさい。

問 4 問 2の運動方程式をZGとZRに関する方程式に変形し，それぞれの方程式を解くこ
とにより，ある時刻 tにおけるエレベータの座標 ZEを求めなさい。

4
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[I]-D

再び，エレベータとともに移動する観測者が小球の運動を観測する場合を考えよう。「最
初の状態」の後，時刻 t = 0以降エレベータは鉛直方向に加速度 α(t) = α1 sin ω0tで動く
ものとする。また，ω0はA-問 2で求めた ωとは異なるものとする。
一般に，変数 xが定数 ω，ω0，x0，Dに対して，方程式

d2x

dt2
= −ω2(x − x0) + D sin ω0t (3)

を満たす場合，この方程式の解は，定数A，B，Cを用いて，

x(t) = x0 + A cos ωt + B sin ωt + C sin ω0t (4)

と表すことができることが知られている。ただし，定数 Cは式 (4)においてA = B = 0

とした式を方程式 (3)に代入し，係数を比較することで決定する。

問 1 時刻 t = 0以降のある時刻 tに，エレベータとともに移動する観測者が小球の運動を
観測した場合の，小球に対して成り立つ運動方程式を表し，小球の時刻 tでの位置
z(t)を求めなさい。

問 2 前問の結果に対して，ω0 � ω，ω0 � ω，ω0 � ωの場合の小球の運動をそれぞれ考
察しなさい。必要があれば，次の近似式を用いなさい。

|θ| � 1のとき，
sin θ � θ

cos θ � 1 − θ2

2

5
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ここで，「最初の状態」の後，エレベータを静止させたままとした。空気抵抗とは異な
るエレベータ内での小球の速度に比例する抵抗力（比例定数を −2mγとする）を小球に
与える，質量の無視できる機構を取り付けた。その後，つり合いの位置 z0からわずかに
離れた位置 z1に小球を移動させ，時刻 t = 0において静かに放した。
一般に，変数 xが定数 ω，x0，γに対して，方程式

d2x

dt2
= −ω2(x − x0) − 2γ

dx

dt
(5)

を満たす場合，この方程式の解は，定数A，Bと自然対数の底 eを用いて，

x(t) = x0 + e−γt(A cos
√

ω2 − γ2 t + B sin
√

ω2 − γ2 t) (γ < ω) (6)

x(t) = x0 + e−γt(At + B) (γ = ω) (7)

x(t) = x0 + e−γt(Ae
√

γ2−ω2 t + Be−
√

γ2−ω2 t) (γ > ω) (8)

と表すことができることが知られている。

問 3 小球はどのような運動をするか，答えなさい。

問 4 最後に，ある時刻 t = t1（ただし，t1 > 0）以降，エレベータを鉛直上方に加速度
α(t) = α1 sin ω0tで移動させた。エレベータとともに移動する観測者が時刻 t = t1以
降に観測した小球の運動と類似の物理量の時間変化を，その他の物理現象において
も見出すことができる。どのような物理現象が考えられるか，答えなさい。該当の
物理現象を説明するための物理量を適宜定義したり，図（どのような構成で題意を
満たすのかを示すもの）を描いたりして説明しなさい。

6
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[II]

反射や屈折による光線の曲がりは，さまざまな方法により求めることができる。このこ
とを確かめたのち，重力による光線の曲がり (重力レンズ効果) について考えてみよう。

問 1 大型の光学望遠鏡では，集光のために表面が放物面1となる反射鏡が用いられている。
図 1を参考にして，光軸が x = y = 0で，反射面が

z = a
(
x2 + y2

)
(1)

で表される鏡（ただし a > 0）に，z = +∞から，(x, y) = (b, 0)の直線に沿って入
射する光を考えよう。入射光も反射光も y = 0の面内にあり，それらのなす角の 2

等分線は鏡面に垂直となる。入射光は x = b，2等分線 (法線)と反射光は媒介変数 t

を用いて

2等分線 (法線): (x, z) = (ct + b, t + ab2) (2)

反射光: (x, z) = (c′t + b, t + ab2) (3)

と表すことができる。変数 c, c′を a, bを用いて表しなさい。

問 2 反射光と x = 0平面の交点 F の z座標 f を求め，その値は bによらないことを確認
しなさい。この点が放物面の焦点である。

問 3 問 2で求めた焦点 Fは，光は位相が等しいときに強め合うという波動性を利用して
も求められる。図 2のように z = � > 0で位相が揃っている平面波の入射を考える。

1放物線をその軸を中心として回転させてできた曲面。

7
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波面上の任意の点P = (x, �)を出て，放物面上の点A= (x, ax2)で反射し，焦点Fに
到達する光の光路長 (=線分 PAと線分AFの長さの和)を求めなさい。また焦点で
光の位相が揃うことを示しなさい。

問 4 凸レンズの焦点の外側にある物体の実像がレンズの反対側にできるのも，像と実像
の間の光路長が光の経路によらなくなるためである。この原理を使って，屈折率が
n(> 1)の材料で作られた半径が Rの凸レンズの形状を求めよう。この問題では表
面が

z = ±zs(r) (r < R)

となるようにレンズを置く。ただしR = rでの厚みは0とする。ここで r =
√

x2 + y2

はレンズの光軸からの距離，zs(r)はレンズの厚みの半分を表す。

図 3を参考にして，z軸上の二つの点 (z, x) = (2f, 0)と (z, x) = (−2f, 0)を結ぶ光
線の光路長を，光線が z = 0の面を通過する位置 xの関数として求めなさい。また
凸レンズでは光路長が xによらないことを利用し，その表面 z = zs(x)は 2次曲線
の一部となることを示しなさい。

(次ページに続く)

8
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問 5 図 4のように，平面 z = 0を境として，屈折率が z < 0では 1，z > 0ではn(> 1)であ
る場合を考える。このとき y = 0の平面内で z > 0の点Pから z < 0の点Qへ光が到
達する時間 tが最小となる経路を求めたい。そのような経路は座標が (z, x) = (0,m)

である点Mを通る折線に限られる。点 Pの座標を (z, x) = (z′, 0)，点 Qの座標は
(z, x) = (z′′, q)として，m, n, q, z′, z′′が満たす関係式を求めなさい。この問いは問
6の準備なので，mを他の変数の関数にまとめる必要はない。これ以降，光の到達
時間を計算する際には，屈折率 1での光速度を vphと表しなさい。

問 6 問 5で求めた折線は屈折の法則に従うことを示しなさい。

問 5, 6で確かめたように光は到達する時間が極小あるいは極大となる経路を通る。証
明していないが，到達時間が極小あるい極大となる経路は屈折の法則を満たす。このこと
を使って，レンズとして球体を使用した場合の像を考えよう。

問 7 図 5に示すように点光源を屈折率が nで半径が aの球体を通して見た場合を考える。
球体の中心を原点とする座標を考え，点 P(x, y, z) = (0, 0, D)に置かれた点光源を
点Q(x, y, z) = (0, 0,−D)から観測する。球体の表面の点A [= (a sin θ, 0, a cos θ)]，
点B [= (a sin θ, 0,−a cos θ)]を考え，光が線分PA, AB, BQを通る場合の時間 tPABQ

を求めなさい。簡単のため，線分PAは球体の外側だけにある場合だけを考える。こ
の条件を満たすのは |θ| � θmaxである。cos θmaxの値をD, aを用いて表しなさい。

問 8 球体の半径 aに対して距離Dが十分に遠い場合 (D � a)について，問 7で求めた光
の到達時間 tPABQが極大や極小をもつ条件を求めなさい。次に tPABQを θの関数と
してその概形を表しなさい。ただし θの範囲は−θmax � θ � θmaxとしなさい。また
縦軸は tPABQ(θ)− tPABQ(θ = 0)として変化の様子が分かるようにすること。この関
数の極大や極小の数は屈折率 n > 1の値により異なるので，場合分けすること。
必要に応じて，|α| � 1のとき (1 + α)β � 1 + αβ などの近似式を用いて良い。
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問 9 時刻 tPABQが θの値により複数の極大や極小を持つ場合について，点 Pにある光源
が点Qにいる観測者からどのように見えるか論じなさい。

問 10 図 6に示すように，光源が点 P(x, y, z) = (b, 0, D)にあり，これを点 Q(x, y, z) =

(b, 0,−D)から観測すると光源がどのように見えるか論じなさい。屈折率 nは問 9

で考えた条件を満たしており，球体の中心と PQを結ぶ直線の距離 bはごくわずか
(0 < b � a)であるとして良い。論理は数学的に厳密でなくても良い。

(次ページへ続く)
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凸レンズや球体では，光が入射した際にその中心に向かう力が働いているように見え
る。一般相対論によれば，重力により真空の屈折率が変わる。質量M の星から rだけ離

れたところでの屈折率は n =

(
1 − 2GM

rvph
2

)−1

と考えると，一般相対論の予言する光の屈

折が得られる。ここでGは万有引力定数を表す。このことを利用して次の問題に取り組
みなさい。

問 11 図 7はハッブル宇宙望遠鏡で撮影した遠方の銀河団である。画面中央の明るく光っ
た天体 (楕円銀河)の周囲に見える青い円弧状の天体は複数の銀河である。銀河が円
弧状に見える理由と，この銀河が実際はどこに存在するかを論じなさい。

図 7 ハッブル宇宙望遠鏡により撮像された遠くの銀河。広がった赤い天体や青い天体は
全て銀河である。(写真は NASA)
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解答例：課題 I

問 力のつり合いを考えると，0 = −kz0 − mgであるから、
z0 = −mg

k
である。

A-問 1 運動方程式は，
ma = −kz − mg

である。

A-問 2 前問より，ma = m
d2z

dt2
= −kz − mgであるから，d2z

dt2
= − k

m

(
z +

mg

k

)
より，

ω =

√
k

m
である。また，
T =

2π

ω
= 2π

√
m

k

である。

A-問 3 前問より，d2z

dt2
= −ω2(z − z0)であるから，z(t) = z0 + A cos ωt + B sin ωtと書け

る。初期条件より，A = z1−z0である。速度は，
dz

dt
= −(z1−z0)ω sin ωt+Bω cos ωt

となる。再び初期条件を考えると，B = 0である。したがって，
z(t) = z0 + (z1 − z0) cos ωt

である。

B-問 1 慣性系として，エレベータの外で静止している観測者から見た小球の鉛直上向き
の座標系を考える。慣性系での小球の座標をZとする。題意の小球の座標 zは，エ
レベータ内での座標系であり，エレベータが移動してるいないに関わらず，バネの
自然長を座標原点Oとしている。また，エレベータ内での座標系は慣性系とは平行
に移動するので，ある時刻 tにエレベータ内の座標系の原点Oが慣性系では sであ
るとすると，

Z = z + s (1)

である。慣性系で小球に作用する力を f（本問では重力とバネによる復元力）とす
ると，その運動方程式は，

m
d2Z

dt2
= f (2)

であるが，ここに式 (1)を代入して整理すると，

m
d2z

dt2
= f − m

d2s

dt2
(3)

となる。すなわち，エレベータ内での座標系では，小球に慣性力−m
d2s

dt2
が加わる。
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上記の考察の式 (3)に s =
α0t

2

2
を代入すると，f = −kz − mgであるから，

m
d2z

dt2
= −kz − mg − mα0 となって，慣性力−mα0が加わる。

B-問 2 z2 = −m(g + α0)

k
とする。前問より，m

d2z

dt2
= −k

(
z +

m(g + α0)

k

)
= −k(z−z2)

となるので，つり合いの位置が z2で角振動数がωの単振動を行なう。初期条件を考
えると，振幅は z0 − z2である。t = 0での f は 0であるが，慣性力が存在するため，
小球は運動を始める。具体的な表式は，z(t) = z2 + (z0 − z2) cos ωt である。

B-問 3 エレベータには重力に抗する力（+Mg）と加速度 α0でエレベータを鉛直上方に
移動させる力（+Mα0），バネの復元力に抗する力（−kz）の合力を加える必要が
あるので，
F = M(g + α0) − kz = (M + m)(g + α0) − mα0 cos ωt

である。

B-問 4 時刻 t =
3T

4
以降の運動方程式は，m

d2z

dt2
= −k(z − z0)に戻る。そこで，時刻

t =
3T

4
でのエレベータ内での小球の位置と速度を求めると，B-問 2の結果より

z

(
3T

4

)
= z2，

dz

dt

∣∣∣∣
t= 3T

4

= (z0 − z2)ω

である。この条件の下で z(t) = z0 + A cos ωt + B sin ωtの定数A，Bを決めると，
A = B = z0 − z2となるので，時刻 t =

3T

4
以降は，

z(t) = z0 + (z0 − z2) cos ωt + (z0 − z2) sin ωt = z0 +
√

2(z0 − z2) cos
(
ωt − π

4

)

なる単振動に移行する。

B-問 5 z2 = 2z0であるので，時刻 t = 0から 3T

4
までの間では，z(t) = 2z0 − z0 cos ωtで

ある。時刻 t =
3T

4
から 3T までの間では，z(t) = z0 −

√
2z0 cos

(
ωt − π

4

)
である。

これをグラフとして表すと，次のようになる。
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B-問 5　解答例

B-問 6 小球に慣性力が加わらない状況で小球が静止し続けるには，慣性力が 0になった
瞬間に小球が z0の位置にあり，速度が 0の必要がある。前問の時刻 t =

3T

4
までの

グラフをそのまま t =
3T

4
以降も延長すると，エレベータが等加速度運動中に小球

の位置が z0になるのは，nを自然数として，t = nT のときである。一般の α0の場
合でも，振幅 |z0 − z2|が変わるだけなので上記の考察結果は変わらない。このとき，
小球の速度は dz

dt

∣∣∣∣
t=nT

= (z2 − z1) sin(nωT ) = 0である。すなわち，題意を満たす t0

は存在して，t0 = nT である。

C-問 1 ZE = L − z0である。

C-問 2 エレベータの運動方程式は，M
d2ZE

dt2
= F0 − Mg − k(ZE − ZP − L)である。小球

の運動方程式は，m
d2ZP

dt2
= −mg + k(ZE − ZP − L)である。

C-問 3 前問の結果より，d2ZG

dt2
=

F0

M + m
− gである。したがって，右辺が正であること

が求める条件であるので，
F0 > (M + m)g である。

C-問 4 前問より，ZG =
1

2

(
F0

M + m
− g

)
t2 +

M(L − z0)

M + m
となる。また，ZRは，C-問 2

の結果より，
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Mm
d2ZR

dt2
= mF0 − k(M + m)(ZE − ZP − L)である。右辺を変形して，

Mm
d2ZR

dt2
= −k(M + m)

(
ZR − mF0

k(M + m)

)
となるから，これを初期条件の下で

解けば，Ω =

√
k(M + m)

Mm
とおいて，

ZR = −z0 +

(
z0 +

mF0

k(M + m)

)
(1− cos Ωt) となる。ZGとZRが求まったので，こ

れらの式からZEを求めると，
ZE =

1

2

(
F0

M + m
− g

)
t2 + L − z0 +

m

M + m

(
z0 +

mF0

k(M + m)

)
(1 − cos Ωt)となる。

D-問 1 運動方程式は，m
d2z

dt2
= −k(z − z0) − mα1 sin ω0tである。まず，A = B = 0とし

て，特解を求める。z(t) = z0 + C sin ω0tを運動方程式に代入すると，
−Cω2

0 sin ω0t = −Cω2 sin ω0t − α1 sin ω0tであるから，C =
α1

ω2
0 − ω2

となる。

初期条件 z(0) = z0，
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0を考えると，A = 0，Bω+Cω0 = 0よりB = −ω0C

ω

であるから，z(t) = z0 +
α1

ω2
0 − ω2

(
−ω0

ω
sin ωt + sin ω0t

)
となる。

D-問 2 ω0 � ωのときは，()内の第一項が追加項（補正項）になる。すなわち，角振動
数 ω0の単振動が主であり、そこに角振動数 ωの微小単振動が加わる。
ω0 � ωのときは，()内の第二項が追加項（補正項）になる。すなわち，角振動数ω

の単振動が主であり、そこに角振動数 ω0の微小単振動が加わる。
ω0 � ωのときを考える。ω0 = ω + Δ，|Δ| � ωとする。さらに，|Δt| � 1の時間
スケールで，sin ω0tに ω0 = ω + Δを代入すると，
sin ω0t = sin(ωt+Δt) = sin ωt cos Δt+cos ωt sin Δt �

(
1 − Δ2t2

2

)
sin ωt+Δt cos ωt.

∴ −ω0

ω
sin ωt + sin ω0t � −

(
1 +

Δ

ω

)
sin ωt +

(
1 − Δ2t2

2

)
sin ωt + Δt cos ωt

= −
(

Δ

ω
+

Δ2t2

2

)
sin ωt + Δt cos ωt

� −Δ

ω
sin ωt + Δt cos ωt

∴ z(t) � z0 +
α1

2Δω

(
−Δ

ω
sin ωt + Δt cos ωt

)

= z0 +
α1

2ω

(
− 1

ω
sin ωt + t cos ωt

)

となる。ここで，仮に ω = 1，Δ = 10−5とすると，t < 2π × 102程度までなら，
|Δt| � 1と見なすことができるので，これらを代入すると，
z(t) = z0 +

α1

2
(− sin t + t cos t)

となる。すなわち，この例では，102周期まで時間 tに比例して振動の振幅が増大し
続けることを示している。Δをより小さくすれば，tを大きくすることができるの
で，ω0 → ωの極限では，振幅は発散する。この現象は，共振（共鳴）と呼ばれる。
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「補足」ω0 = ωの場合の解を求めることを考えてみる。
この場合，z(t) = z0 + A(t) cos ωt + B(t) sin ωtとしたうえで，解を求めるが，これ
ではA(t)，B(t)を決定できないので，dA(t)

dt
cos ωt+

dB(t)

dt
sin ωt = 0という条件を

課すことにする。初期条件は引き続き，z(0) = z0，
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0である。

dz(t)

dt
= −ωA(t) sin ωt + ωB(t) cos ωt

初期条件から，A(0) = B(0) = 0である。さらに，
d2z(t)

dt2
= −ω2(z(t) − z0) − ω

dA(t)

dt
sin ωt + ω

dB(t)

dt
cos ωt

すなわち，−ω
dA(t)

dt
sin ωt + ω

dB(t)

dt
cos ωt = −α1 sin ωt

である。これらの式と初期条件からA(t)，B(t)の連立微分方程式を解けば，

A(t) =
α1

2ω

(
t − sin 2ωt

2ω

)
，B(t) =

α1

4ω2
cos 2ωt

である。これを，z(t) = z0 + A(t) cos ωt + B(t) sin ωtに代入して整理すると，

z(t) = z0 +
α1

2ω

(
t cos ωt − 1

ω
sin ωt

)

となって近似で求めた式と一致する。この式は厳密な式なので，tの範囲に上限は
なく，振動の振幅が発散することが近似なしで示されたことになる。

D-問 3 運動方程式は，m
d2z

dt2
= −k(z − z0) − 2mγ

dz(t)

dt
である。

また，初期条件は z(0) = z1，
dz

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0である。

γ < ωのとき，A = z1 − z0，また，B =
γ√

ω2 − γ2
A =

γ(z1 − z0)√
ω2 − γ2

∴ z(t) = z0 + (z1 − z0)e
−γt

(
cos

√
ω2 − γ2 t +

γ√
ω2 − γ2

sin
√

ω2 − γ2 t

)

となり，減衰振動する。
γ = ωのとき，B = z1 − z0，また，A = γB = γ(z1 − z0)

∴ z(t) = z0 + (z1 − z0)e
−γt(γt + 1)

となり，振動はしないものの減衰する（臨界減衰と呼ばれる）。

γ > ωのとき，A =

√
γ2 − ω2 + γ

2
√

γ2 − ω2
(z1 − z0)，また，B =

√
γ2 − ω2 − γ

2
√

γ2 − ω2
(z1 − z0)

∴ z(t) = z0+
z1 − z0

2
√

γ2 − ω2
e−γt{(

√
γ2 − ω2+γ)e

√
γ2−ω2 t+(

√
γ2 − ω2−γ)e−

√
γ2−ω2 t}

となり，これも振動はせず，また {}内に指数的に発散する項が存在するものの，e−γt

の減衰のほうが強いので，減衰する（過減衰と呼ばれる）。

D-問 4 小球の運動方程式は，d2z

dt2
= −ω2(z − z0) − 2γ

dz

dt
− α1 sin ω0t である。

図（D-問 3）のような，抵抗値Rの抵抗，インダクタンスL0のコイル，容量C0のコ
ンデンサ，交流電源E = E0 cos ω0tからなるRLC直接回路を考える。この回路を流
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れる電流 I(t)を考える。コンデンサに蓄えられる電荷をQ(t)とすると，I(t) =
dQ

dt
である。回路に対してキルヒホッフの法則を考えると，
RI + L0

dI

dt
+

Q

C0

= E0 cos ω0t

である。両辺を時間微分して整理すると，
d2I

dt2
= − I

L0C0

− R

L0

dI

dt
− ω0E0

L0

sin ω0t

であり，RLC直列回路での電流の時間変化は，本問のエレベータ内での小球の運動
と対応することがわかる。

D-問 3　解答例（RLC直列回路）
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解答例：課題 II

出題の意図

波動性から光の反射や屈折を理解できるかどうか問う問題である。この問題では波動
性の理解とともに，接線に垂直，角度の 2等分といった幾何学を，代数的に扱う数学力も
試している。また正解を求めるには関数の極大極小を求める数学力や，想像力も必須であ
る。やや面倒な計算であるが，遠くの銀河が円弧状に見える理由を理解できれば，計算の
苦労も報われるだろう。

問 1
dz

dx
= 2axより，接線はベクトル (1, 2ab)と向きが同じである。これに対して問題文

で与えられた法線ベクトルは

n =

(
dx

dt
,

dz

dt

)
= (c, 1) (1)

となる。法線ベクトルと接線ベクトルは垂直であるという条件より，

c + 2ab = 0 −→ c = −2ab (2)

が得られる。入射光と法線のなす角度は，反射光と法線のなす角度が等しいことを
考えると

(
0

1

)
·
(

c

1

)
=

1√
(c′)2 + 1

(
c′

1

)
·
(

c

1

)
(3)

この方程式を解くと

c′ =
4ab

4a2b2 − 1
(4)

がえられる。

問 2 反射光が z軸と交わるのは媒介変数表示

t = − b

c′
= −4a2b2 − 1

4a
= −ab2 +

1

4a
(5)

なので，反射光は (x, z) =

(
0,

1

4a

)
を通る。この座標は bの値によらない。この放

物面の焦点距離は 1

4a
である。
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問 3 焦点の座標が (x, z) =

�
0,

1

4a

�
と表されることを使うと線分AFの長さは

AF =

�
x2 +

�
ax2 − 1

4a

�2

= ax2 +
1

4a
(6)

ここで PA = � − ax2を代入すると，

PA + AF = � +
1

4a
(7)

が得られる。光路長は bによらないので，焦点で光の位相は揃うことが示せた。

問 4 レンズは z = 0の面と z軸について対称なので，xz面を通り z = 0について対称な
光線だけを考える。レンズ内では光軸から rだけ離れた点を通る光線の光路長は

� = 2

�
nzs +

�
(zs − 2f)2 + x2

�
(8)

とあらわされる。これがレンズの端 r = Rを通る光線の光路長 (= 2
√

R2 + r2 と等
しくなるにのは

nzs +

�
(zs − 2f)2 + x2 =

�
R2 + 4f 2 (9)

が満たされるときである。これを変形すると

(zs − 2f)2 + x2 = n2 (zs)
2 − 2n

�
R2 + 4f 2zs + R2 + 4f 2 (10)

�
1 − n2

�
(zs)

2 + 2
�
n
�

R2 + 4f 2 − 2f
�

zs + x2 = R2 (11)

が得られる。式 (11)の左辺 (zs)
2の前の係数は (1 − n2) < 0であり，その標準形は

�
1 − n2

�
⎡
⎣zs −

�
n
�

R2 + 4f2 − 2f
�

n2 − 1

⎤
⎦

2

+ x2 = R2 +

�
n
�

R2 + 4f 2 − 2f
�2

(1 − n2)
(12)

なので，これは双曲線を表す。ここまで光線は y = 0を通ると仮定したが，レンズ
の軸に対称でなのでレンズの表面は式 (11)や (12)の x2を x2 + y2に置き換えた双
曲面であることが分かる。2次曲線であることは式 (11)で明らかなので，式 (12)ま
で導く必要はないが，このように変形すると双曲線の中心が z > 0にあることが分
かる。
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問 5 真空中の光速度を vphとすると屈折率 nでの速度は vph/nなので

t = vph
−1

[
n
√

m2 + (z�)2 +
√

(q − m)2 + (z��)2
]

(13)

極小となるのは dt

dm
= 0なので，条件

nm√
m2 + (z�)2

=
q − m√

(q − m)2 + (z��)2
(14)

が得られる。

問 6 ここで

sin i =
m√

m2 + (z�)2
(15)

sin r =
q − m√

(q − m)2 + (z��)2
(16)

なので，問 5で求めた条件式はスネルの法則に他ならない。

問 7 線分 PA=
√

(D − a cos θ)2 + a2 sin2 θ =
√

D2 − 2aD cos θ + a2なので

tPABQ =
2

vph

[√
D2 − 2aD cos θ + a2 + na cos θ

]
(17)

線分 PAやBQが球に接するのはD cos θ = aの時なので

cos θ � a

D
(18)

が条件である。したがって cos θmax = a/Dが求まる。

問 8 tPABQが極値をとるのは

sin θ

(
− D√

D2 − 2aD cos θ + a2
+ n

)
= 0 (19)

である。この条件を満たすのは θ = 0の場合と

cos θ =
(n2 − 1)D2 + n2a2

2n2aD
(20)

問 7で求めた関係式より a

D
� cos θ < 1である。この条件が満たされるのは

D2

D2 − a2
� n2 <

(
D

D − a

)2

. (21)

9
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とまとめられる。レンズの大きさに比べて距離が十分に遠い (D � a)場合，式 (21)を

[
1 −

( a

D

)2
]−1/2

� n <
(
1 − a

D

)−1

(22)

と変形したのち，a/D � 1と近似の公式を用れば

1 +
1

2

( a

D

)2

� n < 1 +
a

D
(23)

が得られる。

tPABQのグラフを書く際には θ = 0のときに極小か極大か見極めるために 2階微分
を求めると良い。

d2tPABQ

dθ2

∣∣∣∣
θ=0

= 2a

(
D

D − a
− n

)
� 2a

(
1 +

a

D
− n

)
(24)

なので，n < 1 +
a

D
であれば極小である。この事柄を考慮すると，図 A1に示した

ように tPQBQの概形は屈折率の大きさに応じて 3つの場合に分けられる。屈折率が
1に極めて近い場合には青線のように θ = 0で tPABQは最小となる。逆に屈折率が
大きい

(
n > 1 +

a

D

)
場合，θ = 0で tPABQは極大となり，黒線で示したように球体

を通過する距離が短いほど tPABQは短くなる。この中間の屈折率の場合は，方程式
(19)が θ = 0のほかに θが正負の 2根をもつ。したがって，tPABQが θ = 0で極小で
途中で極大となる赤線のような曲線となる。

10
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　 tPABQ が極大極小となる角度 θ はスネルの法則から求めることもできる。線分
PAと z軸のなす角度はΔθ =

a sin θ

D
である。A点での屈折角は r = θで入射角は

i = θ + Δθである。スネルの法則を適用すると

n sin θ = sin (θ + Δθ) = sin θ cos Δθ + cos θ sin Δθ (25)

が得られる。角度Δθは小さいので

sin Δθ � Δθ � a sin θ

D
(26)

cos Δθ � 1 − Δθ2

2
� 1 − 1

2

(
a sin θ

D

)2

(27)

と近似できる。これらを代入すると

a

D
cos θ +

1

2

(
a sin θ

D

)2

= n − 1 (28)

が得られる。sin2 θ = 1 − cos2 θと表せることに注意すると，

−1

2

(
a cos θ

D

)2

+

(
a cos θ

D

)
= n − 1 − 1

2

( a

D

)2

(29)

のようにまとめられる。この方程式は a cos θ/Dについての方程式なので cos θを求
めることができる。大学で習う逆三角関数を使えば θも求めることができる。

問 9 問 7で tPABQが極小となる角度 θを通る光線が実現するので，輪と中心の点が見える。

問 10 光線が y �= 0を通る場合，これを xz平面に射影したもののほうが必ず短い。また
yの値を 2倍にしたものの方が必ず長い。したがって光線が y �= 0では極値を取ら
ないので，xz平面を通る光路だけを考える。このとき時間は

t =
2

vph

[√
(a sin θ − b)2 + (D − a cos θ)2 + na cos θ

]
(30)

これが極値となる条件は

a cos θ (a sin θ − b) + a sin θ(D − a cos θ)√
(a sin θ − b)2 + (D − a cos θ)2

− na sin θ = 0 (31)

少し整理すると

−b cos θ + D sin θ√
D2 − 2a(D cos θ + b sin θ) + a2 + b2

− n sin θ = 0 (32)

という b = 0の場合と似た形にまとめることができる。問 7の場合 tPABQは θの偶
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関数であるので，極大や極小は θの正負に対称に現れる。しかし b �= 0の場合，対
称性が失われるので、tPABQは θ = 0で極値とはならない。しかし bがごく小さい場
合，やはり θ = 0の付近で tPABQは極小となっているはずである。tPABQが極大とな
る角度 θも θが正負の領域に 1つずつ存在するはずである。問 8の場合は円環と中
心の点が見えたが，円環が切れて 2つの点となり，中心の点と合わせて 3点が直線
状に並んで見える。3点の間隔は等しくない。

　前段までの分析ができれば大学生として物理学を学ぶのに十分すぎるくらいの実
力であるが、さらに次のような計算を実行できる受験生がいたら素晴らしい。

　 tPABQが極小となる角度は sin θ � θ，cos θ � 1, a, b � Dと近似すると，

− b

D
+

(
1 +

a

D

)
θ − nθ � 0 (33)

より，

θ =
b

D

(
1 +

a

D
− n

)−1

(34)

が得られる。

　 tPABQが極大となる角度 θも工夫すれば求めることができる。線分 PAと z軸の
なす角度は

Δθ� =
a sin θ − b

D
(35)

と求められる。極小となる角度は b = 0のときの値 θ0 からわずかに異なる θ = θ0 +β

となるはずである。したがってスネルの法則は

n sin θ0 + β = sin

(
θ0 + β +

a sin θ − b

D

)
(36)

と書き表すことができる。ここで βと bが十分に小さいことを利用すると

(n cos θ0) β = cos

(
θ0 +

a cos θ

D

)
×

(
β − b

D

)
(37)

と表せる。ここで a cos θ0/Dがとても小さいので，

cos θ0 � cos

(
θ0 +

a cos θ

D

)
(38)
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と近似して差し支えない。したがって

β = − b

(n − 1)D
(39)

が得られる。

大学で習う数学，マクローリン展開 (またはテーラー展開)を使うと，図 7に示した
ようなグラフの概形についても推測することができる。式 (32)を bで微分すると

vph
dt

db
=

2 (a sin θ − b)√
(a sin θ − b)2 + (D − a cos θ)2

(40)

が得られるので，b = 0での微係数は

vph
dt

db

∣∣∣∣
b=0

=
2a sin θ√

D2 − 2aD cos θ + a2
(41)

であることが分かる。この結果を用いると，bが十分に小さい場合

vpht � 2
[√

D2 − 2aD cos θ + a2 + na cos θ
]

+
2a sin θ√

D2 − 2aD cos θ + a2
b (42)

とマクローリン展開により近似式がえられる。式 (42)の右辺の bに比例する項は θ

について反対称である。全体として関数は非対称になることが確認できた。

問 11 銀河はこの写真の中央部の明るく見える手前の銀河の裏側に存在する。画面中央に
ある銀河の重力によりレンズ効果が生じ，光が曲がって届く。問 7, 8, 9で考えたよ
うに中央の銀河の真裏に青い銀河があれば，銀河は青い環となって見えるはずであ
る。円弧となっているのは少しずれているためと考えられる。

レンズと重力レンズの類似点については ヘクト 著 尾崎・浅倉 訳 光学 I – 基礎と幾何
光学 – (丸善, 2002年)などを参照されたい。重力レンズ効果については p. 350 から解説
が提示されている。
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注意事項

1. この冊子は，監督者から解答を始めるよう合図があるまで開いてはいけません。

2. 問題冊子に印刷または製本の不具合がある場合は，手を上げて申し出て下さい。

3. 課題 I および課題 II の問題すべてに解答してください。

4. 解答用紙は課題ごとに分けて使用してください。解答用紙は何枚使用しても構いま
せん。全ての解答用紙に受験番号を必ず記入して下さい。
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6. その他，監督者の指示に従って下さい。
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[I]

質量m，半径 aの同じ材質・形状の円板A, Bを用意する。これらの円板を一様に粗な
水平面を滑らせ，目標とする位置に止めるカーリングのようなゲームを考えよう。円板と
水平面との間の動摩擦係数を μ′，円板同士の間の反発係数を e，重力加速度の大きさを g

として以下の問いに答えなさい。

まず 2つの円板の中心が水平面上の x軸に沿って運動する場合を考えよう。

問 1 円板Aを初速度 uで滑らせたところ，図 1のように円板の半径と同じ距離 aだけ進
んで止まった。静止するまでに要した時間 τ と，動摩擦係数 μ′を a, g, uを用いて
表しなさい。

A

図 1

以下の問いでは問 1で得られた関係式を使い，最終的な答えはμ′を使わずに表しなさい。

問 2 円板Aを �だけ進めて静止させるには，初速度をuの何倍にしたら良いか答えなさい。

問 3 円板Aを静止している円板Bに衝突させたところ，図 2のように円板Aは向きを変
えずに運動し，円板Bは �Bだけ進んで静止した。この衝突で円板Aが円板Bに与
えた力積の大きさを a, �B, m, uを用いて表しなさい。

A

l
B

l
A

B

図 2

問 4 問 3の設定で円板Aが衝突後に進んだ距離 �Aを �B, e を用いて表しなさい。ただし
衝突の間に円板にはたらく水平面からの摩擦力は無視する。

1
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問 5 中心が位置 x = b (ただし b > 2a) で静止している円板Bに，位置 x = 0を速度 vで
通過した円板Aが衝突した。円板Aの中心を位置 x = � (ただし � > b− 2a) に静止
させるには，速度 vを uの何倍にしたら良いか答えなさい。またこのとき円板Bが
静止する位置を求めなさい。

次に衝突するときの速度差が，2つの円板の中心を結ぶ直線に対して傾いている場合を
考えよう。

問 6 図 3のように衝突する直前，円板Bの速度�vBは円板Aの速度�vA と大きさが等しく，
向きが反対である場合 (�vB = −�vA)を考えよう。円板Aの速度�vAは円板AとBの中
心を結ぶ直線に平行な成分�v� とそれに垂直な成分�v⊥に分解できる (�vA = �v⊥ +�v�)。
衝突の際，円板同士の間の摩擦は無視できるとすると，垂直成分�v⊥は変化しない。
一方，平行成分�v�の変化は一直線上の衝突の場合と同様に反発係数 eで与えられる。
このとき，衝突後の円板AとBの速度 �v �

Aと �v �
B を �v�と �v⊥を用いて表しなさい。

A

B

v
||

v
�

図 3

問 7 もし問 6の衝突の際に円板同士の間に摩擦がはたらくと，円板AとBにどのような
運動が加わるだろうか？またその運動の様子から，衝突の際の摩擦の大きさを調べ
る方法を簡潔に述べなさい。

問 8 衝突の間に円板にはたらく水平面からの摩擦力は無視する。このとき衝突前の円板
Bとともに動いている観測者から見ても同じ法則が成り立つ。このことを考慮して，
静止している円板Bに円板Aが速度 �wA = �w� + �w⊥で衝突するとき，衝突後の円板
AとBの速度 �w �

Aと �w �
Bを �w�と �w⊥を用いて表しなさい。
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ここまでの結果を使って，円板Aを静止している円板Bと衝突させ，円板Bを目標G

の位置に止めることを考えよう。図 4のように円板Aと Bの初期の中心位置をそれぞれ
(�, 0)，(r cos θ, r sin θ)，目標Gの位置を原点 (0, 0)とする。円板Aに初速度 (vx, vy)を与
えたところ，図 5のように円板AとBは点Pで衝突した。ただし 0 < r < �− 2aである。
問 9から問 11の設問では円板Bが衝突後に目標Gで静止したとして答えなさい。ただし
円板同士の間の摩擦は無視する。

r

l

B

θ
G

A

図 4

r

A
P

B

θ
G

図 5

問 9 円板 Bの衝突直後の速度のうちベクトル BPに平行な成分は uの何倍になるか求め
なさい。向きはBから Pに向かう方向を正とすること。

問 10 円板Bの衝突直後の速度を �vB = (v′
Bx, v

′
By)とする。この速度を a, r, u, θを用いて

表しなさい。

問 11 円板Bと衝突した時刻での円板Aの中心の座標 (xA, yA)を a, r, θを用いて表しな
さい。

問 12 円板Bを目標Gで静止させることができるのは，角度 θがある範囲に限られる。こ
の範囲を a, �, r，cos θを用いた不等式で表しなさい。

問 13 � = 4aの場合について，目標Gに静止させることができる円板 Bの初期位置を求
め，その中心位置のとりうる範囲を図示しなさい。この設問の答えは専用の方眼紙
を用い，図 4のように平面図として記すこと。必要ならば電卓を用いて良い。

問 14 � = 4a, r cos θ =
2

5
a, r sin θ =

3

10
a, e =

3

7
で，円板Bが目標Gで静止するときの円

板Aの初速度ベクトルを求めなさい。
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[II]

電場中に置かれた金属（導体）の表面に電荷が現れる現象を静電誘導という。ここでは，
真空中に置かれた金属の表面に誘起される電荷分布について調べよう。

問 1 微小な領域を考えると，なめらかな金属表面は平坦と考えてよい。図１のように，
金属のすぐ外側および金属の内側に，表面に平行で同じ形の小さな面 S， S′を設け
る。これらの面 S，S′と表面と直交する側面で囲まれた微小な領域を考えると，表
面の電荷密度 σ（単位面積当たりの電気量）と表面上の電場E（ただし金属表面外
向きを正とする）には式 (1)で表される関係があることを，電気力線の数を考える
ことで説明せよ。ここで「表面上の電場」とは，金属表面のすぐ外側における電場
のことである。また，kは真空におけるクーロンの法則の比例定数である。

E = 4πk · σ (1)

金属表面のすぐ外側では電場は表面に垂直なので，図２のように表面に垂直に r軸を取
ると，表面近くでは電位 V は座標 rの関数となり，表面上の電場Eは

E = − d

dr
V (r0) (2)

のように V (r)の微分の表面上での値（V (r)を微分してから，表面上の座標 r = r0を代
入した値）で与えられることが知られている。以上の式 (1)，(2)を用いると，表面近くの
電位 V (r)から表面の電荷密度 σを求めることができる。

S

S

E
r

O

r0

　

この原理を用いて，まず，金属板の表面に誘起される電荷分布を調べよう。図３のよう
に，x = 0の yz平面を表面として，接地された十分厚い金属板を x ≤ 0の領域に置く。x

軸上の点A(a, 0, 0)（ただし a > 0）に点電荷 q（ただし q > 0）を置いたとき，xy平面上
の点P(x, y, 0)（ただし x > 0）での電位 V (P)は，点電荷 qによる電位と，金属板の表面
に誘起された電荷による電位の和（重ね合わせ）で与えられる。W.トムソンは，後者の
電位は x軸上の点A′(a′, 0, 0)（ただし a′ < 0）に点電荷 q′を置いたものと同じになること
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を見出した。このときの点電荷 q�を鏡像電荷という。すなわち，無限遠点 x = +∞を電
位の基準にとると，点 Pにおける電位は次式となる。

V (P) = k
q

PA
+ k

q�

PA� (3)

x

y

z

O A(a,0,0)

B(0,b,0)

xy

P(x,y,0)

qq

A (a',0,0) x

y

z

O A(a, 0, 0)

b

b

q

問 2 V (P)をx,yを用いて表せ。次に，金属板は接地されているので，点Pが表面（x = 0）
のどの位置（任意の y）でも V = 0となることを用いて，a�，q�を求めよ。

問 3 x軸が表面に垂直であることに注意し，金属板の表面の位置B(0, b, 0)に誘起される
電荷密度 σ(b)を求め，bの関数としてグラフに描け。

問 4 金属板の表面に誘起された全電荷Q�は，問 3の σ(b)を用いて求まる。誘起される
電荷分布は x軸周りに回転対称性（x軸周りに回転しても同じ電荷分布となってい
ること）を持つこと，図４のように yz平面内の原点Oからの半径が bと b + Δbの
間にある細い円環の面積は 2πb · Δbであることに注意すると，

Q� =

∫ +∞

0

σ(b) · 2πb db (4)

である。bに関する積分を実行してQ�を求めよ。

問 5 金属板の表面に誘起された電荷によって，点Aの電荷 qには x軸の負の方向に力が
はたらく。その力の大きさ F は，次式で与えられる。

F =

∣∣∣∣
∫ +∞

0

[
a√

a2 + b2

]
·
[
k
q · σ(b) · 2πb

a2 + b2

]
db

∣∣∣∣ (5)

被積分関数の意味を説明せよ。また，積分を実行してF を求めよ。次にこの結果か
ら，電荷 qにはたらく力は，表面に誘起された電荷の代わりに，鏡像電荷 q�を考え
たときの力と同じになっていることを示せ。
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次に，原点Oを中心として置かれた，半径Rの金属球の表面に誘起される電荷分布を
調べよう。ただし金属球は接地されているとする。x軸上の点A(a, 0, 0)（ただし a > R）
に点電荷 q（ただし q > 0）を置いた。この場合も，誘起される電荷分布は x軸周りに回
転対称性を持つので，図５のような xy平面内だけを考えることにする。

x

y

A(a, 0, 0)

q

P(r cos , r sin , )
r

q
AO

R

(a',0 0)

問 6 金属球外の点 P（その座標を (x, y, 0) = (rcosθ, rsinθ, 0)とする。rは原点からの距
離，θはOPと x軸の間の角度である）における電位 V (P)を考える。電位は，点電
荷 qによる電位と，表面に誘起された電荷による電位の和で与えられるが，この場
合も，後者の電位は x軸上の点A′(a′, 0, 0)に鏡像電荷 q′を置いたものと同じになる
ことが知られている。すなわち，無限遠点 r = +∞を電位の基準にとると，点Pに
おける電位は，

V (P) = k
q

PA
+ k

q′

PA′ (6)

となる。金属球は接地されているので，点 Pが表面（r = R）のどの位置（任意の
θ）でも V = 0となることを用いて，a′，q′を求めよ。

問 7 θを一定に保ったまま rを大きくする方向（つまり r軸）が球表面に垂直であること
に注意して，問 3と同様に，金属球の表面の位置B(Rcosθ,Rsinθ, 0)に誘起される電
荷密度 σ(θ)を求めよ。次に，a = 2Rおよび a = 10Rの場合の σ(θ)を，θの関数と
してグラフに描け。

次に，点電荷を使って，金属球のない真空中に一様な電場を作ることを考える。点A(a, 0, 0)

に点電荷 qを，点C(−a, 0, 0)に点電荷−qを置いた。

問 8 原点Oにできる電場の強さを E0とするためには，qをいくつにすればよいか。ま
た，点P(rcosθ, rsinθ, 0)における電位は，点電荷 q，および−qによる電位の和でつ
くられる。点 Pの電位 V1(P)を，E0を用いて（qを用いずに）表せ。

問 9 E0を一定値に保ったままで a → +∞（同時に q → +∞）とすると，原点付近には
強さE0のほぼ一様な電場ができることになる。このとき r � aなので，r

a
の 2次

以上の項を無視し，V1(P)をE0，r，θを用いて表せ。必要なら |t| � 1のときに成り
立つ近似式 (1 + t)α � 1 + αt （ただし αは実数）を用いてよい。
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最後に，x軸の負の方向を向いた強さE0の一様な電場がある場合に，原点Oを中心と
して置かれた半径Rの接地された金属球の表面に誘起される電荷分布を，鏡像電荷の考
え方，および問 9の結果を応用して求めてみよう。
点 A(a, 0, 0)に点電荷 qを，点 C(−a, 0, 0)に点電荷−qを置いた（ただし a > R）。こ

のとき，金属球外の点P(rcosθ, rsinθ, 0)（ただし r > R）における電位は，点電荷 q，−q，
およびそれぞれの鏡像電荷による電位の和でつくられる。

問 10 ２つの鏡像電荷が金属球外の点Pにつくる電位 V2(P)を求めよ。次に，E0を一定値

に保ったままで a → +∞とすると，R, r � aなので R2

ar
の２次以上の項を無視し，

問 9と同じ近似式を用いることで，V2(P)をE0，r，R，θを用いて表せ。

問 11 問 10の電位が V2 = φ(一定値)となる等電位面の大まかな様子を，xy平面上で描け。
φ = 0，および φが正および負で，かつ値が異なる場合の違いが分かるように描く
こと。次に，電気力線の様子を同じ図上に描け。電場の方向が分かるように，電気
力線には矢印をつけること。

以上から，一様な電場E0中にある金属球の外の点Pの電位は，問 9，10の結果を用い
て V (P) = V1(P) + V2(P)となる。

問 12 一様な電場E0中にある金属球の表面の位置B(Rcosθ,Rsinθ, 0)に誘起される電荷密
度 σ(θ)を V (P)から求め，θの関数としてグラフに描け。

金属球は接地されていなくても，金属球がもともと電荷を持っていない場合には，一様
な電場中では問 12で求めた電荷分布と同じ電荷分布が現れることが知られている。

問 13 図 6のように，一様な電場中に同じ大きさの金属球（接地されていない。もともと
電荷を持っていない）を２つ離しておいたとき，２つの球の間にはたらく力は引力
となるか，斥力となるかを，(a)，(b)それぞれの場合について、２つの球の表面に
現れる電荷分布の様子を描いて議論せよ。

E0 E0
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解答例：課題 I

出題の意図

摩擦や衝突による力や力積を理解しているかを確認する問題。またベクトルを扱う数学
能力も試されている。設問の多くは最後の設問のヒントとなっている。

問 1 摩擦力は F = −μ′mgなので，加速度は−μ′gである。時刻 t = 0に初速度が uであ
れば，速度は

v = −μ′gt + u (1)

と変化する。速度が 0となるのは τ =
u

μ′g
である。円板の中心位置は

x = −μ′g
2

t2 + ut (2)

と変化するので，t = τ での位置は

a = − u2

2μ′g
+

u2

μ′g
=

u2

2μ′g
(3)

が得られる。これを解くと，

μ′ =
u2

2ga
(4)

この結果を代入すると，

τ =
2a

u
(5)

が求まる。

問 2 前問で求めたように a =
u2

2μ′g
なので，距離を �にするためには，初速度を

√
�

a
倍す

れば良い。

問 3 運動量保存則より，円板Bも円板Aと同じ方向に動き一直線上を動いていることが

分かる。円板Bが �Bだけ進んだので，衝突直後の速度は
√

�B

a
u であったことが分

かる。静止していた質量mの円板Bをこの速度にするための力積の大きさは

FΔt = mu

√
�B

a
(6)

で，向きは円板A, Bの運動の向きと同じである。
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問 4 衝突直前の円板Aの速度を vA，衝突直後の円板A, Bの速度をそれぞれ v′
A, v′

Bとす
ると，運動量保存則と反発係数 eより

mvA = m (v′
A + v′

B) (7)

v′
A − v′

B = −evA (8)

が得られる。ここから vAを消去すると

(1 + e) v′
A = (1 − e) v′

B (9)

である。従って

�A =
(v′

A)2

2gμ′ =

(
1 − e

1 + e

)2
(v′

B)2

2gμ′ =

(
1 − e

1 + e

)2

�B (10)

この関係を用いると，初速度を測ることができなくても，�Aと �Bの測定から反発
係数 eを求められる。

問 5 衝突直後の円板Aの速度は

v
′
A =

√
� + 2a − b

a
u (11)

である。前問の結果より，衝突直前の速度は

vA =
2

1 − e
v′

A =
2u

1 − e

√
� + 2a − b

a
(12)

なので衝突直前の運動エネルギーは

m(vA)2

2
=

2mu2

(1 − e)2

� + 2a − b

a
(13)

である。衝突までに移動する距離 b − 2aだけ進む間に摩擦による仕事は

W = μ′mg (b − 2a) = mu2 b − 2a

2a
(14)

である。摩擦により消費されたエネルギーと衝突直後の運動エネルギーの和が最初
の運動エネルギーである。従って

mv2

2
=

mu2

2a(1 − e)2

[
(1 − e)2(b − 2a) + 4 (� − b + 2a)

]
(15)

v = u

√
(1 − e)2(b − 2a) + 4 (� − b + 2a)

a(1 − e)2
(16)
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問 4の結果より

�B =

(
1 + e

1 − e

)2

�A =

(
1 + e

1 − e

)2

(� + 2a − b) (17)

なので

x = b + �B = b +

(
1 + e

1 − e

)2

(� + 2a − b) = � + 2a +
4e (� + 2a − b)

(1 − e)2
(18)

に円板Bの中心は静止する。

問 6

�v �
A = −e�v� + �v⊥ (19)

�v �
B = e�v� − �v⊥ (20)

問 7 トルクがかかるので，重心が動くだけでなく，円板が回転する。回転の速さは摩擦
の大きさに比例するはずである。回転も摩擦により止められるが，トルクが大きけ
れば止まるまでの回転角度が大きくなるはずである。円板に模様や印をつけ，回転
による位置の変化と，重心の変化を比べれば，円板同士の摩擦による力と撃力の比
を見積もれるはずである。
また円板Bの重心は中心と衝突点を結ぶ方向から少しずれる。しかし衝突点を正確
に測定するのは難しいので，回転を調べる方が摩擦の効果を調べやすい。

問 8 重心系での衝突前の円板Aの速度は

�w†
A =

1

2

(
�w� + �w⊥

)
(21)

と表される。従って

�w�
A =

1 − e

2
�w� + �w⊥ (22)

�w�
B =

1 + e

2
�w� (23)

である。

問 9 移動距離が rなので速さは
√

r

a
uである。速度ベクトルは Pから Gへ向かうので，

速度ベクトルのBPに平行な成分は −
√

r

a
uである。
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問 10 円板はBからGへ向かうので，速度は (− cos θ,− sin θ)の方向を向くので

(
v�

Bx, v
�
By

)
=

(
−u

√
r

a
cos θ, −u

√
r

a
sin θ

)
(24)

である。

問 11 　衝突後の円板Bが目標Gに向かうのはP点が [(a + r) cos θ, (a + r) sin θ] のとき
である。従って，A点の座標は (xA, yA) = [(2a + r) cos θ, (2a + r) sin θ] である。

問 12 衝突直前の速度は �vA = α(xA − �, yA)である (α > 0)。問 8の結果より �vA · �v�
B > 0

でなけれなならない。この不等式にこれまでの結果を代入すると，

(xA − �) cos θ + yA sin θ < 0 (25)

−� cos θ + (2a + r) < 0 (26)

cos θ >
2a + r

�
(27)

問 13 問 12で求めた条件より，極座標で r < � cos θ − 2aの範囲が求める領域である。角
度 θを変えながら，r, x = r cos θ, y = r sin θ を求めれば，図Aの青線の中が求める
領域であることが示せる。r > 0なので cos θ >

1

2
，つまり |θ| < 60◦だけが許される

範囲である。

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x/a

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

y
/a

図A

問 14 円板 Bの初期位置から目標Gまでの距離は a

2
なので衝突直後の速さは

√
2

2
uであ

る。したがって衝突直後の円板Bの速度は v�
B =

(
−2

√
2

5
u,−3

√
2

10
u

)
であることが

分かる。
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また衝突時の円板Aの中心は (xA, yA) =

(
2a,

3

2
a

)
である。このことより衝突前の

円板Aの速度は，
(
−2a,

3

2
a

)
と平行であることが分かるので，衝突直前の速度を

vA = αu

(
−4

5
,
3

5

)
(28)

とおく。この速度のうちBGに平行な成分は，

uA‖ = vA ·
(
−4

5
,−3

5

)
=

7

25
αu (29)

と求められる。問 8の結果を用いると
√

2

2
u =

1 + e

2
vA‖ =

α

5
u (30)

が得られるので，α =
5
√

2

2
である。

円板Aが出発点 (�, 0)を離れるときの速度を βu（ただし β > 0）とすると，エネル
ギー保存則より

mβ2u2

2
=

mα2u2

2
+ mμ′g · 5

2
a (31)

が得られる。これを整理すると

β2 = α2 +
5

2
(32)

なので β =
√

15である。従って初速度が

vA0 = βu

(
−4

5
,
3

5

)
=

(
−4

√
15

5
,
3
√

15

5

)
u (33)

のとき円板Bは目標Gで静止する。
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解答例：課題 II

出題意図

本問題は，静電誘導により金属表面に誘起される電荷の分布を調べる電磁気学の問題で
す。静電誘導自身は高校の物理で学ぶ内容ですが，その数理的な側面は大学初年度に学び
ます。高校の微積分が理解できていれば，指示に従い順次解答することで電荷分布を導き
出せるように出題されています。この問題により，電磁気の基本的な考え方や関連する数
理能力，大学に入って教科書を読み進めることができるか等の能力を問います。

問 1 図の微小領域中の“金属表面だけに電荷”があり，その電荷量は σS。表面は平坦で
“金属内では電場はゼロ”であるため，電気力線は，“表面に垂直に”表面の外側向
きに出ていて，その数はN = 4πk · σS本である。電場の強さは，単位面積当たりの
電気力線の数なので，

E =
N

S
= 4πk · σ

となる。ちなみに，真空の誘電率 ε0を用いると

k =
1

4πε0

である。

問 2 V (P)は

V (P) = k
q√

(x − a)2 + y2
+ k

q′√
(x − a′)2 + y2

となる。表面 (x = 0)で V = 0となるには，

q′ < 0

であり，

q√
a2 + y2

+
q′√

a′2 + y2
= 0,

つまり

q2(a′2 + y2) = q′2(a2 + y2)
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である。これが任意の yで成り立つためには，q2a�2 = q�2a2，かつ q2 = q�2である必
要がある。この２式から q� = ±q，a� = ±aとなり，q� < 0なので q� = −qである。
この時 a� = aは置いた電荷を単に打ち消すだけの解のため不適であり，a� = −aと
求まる。

問 3 σ(b)は，(x, y) = (0, b)での電場E = −dV (P)

dx
を用いて

σ(b) = − 1

4πk

dV (P)

dx

と表わされる。問 2より

dV (P)

dx
= kq

−(x − a)

{(x − a)2 + y2}3/2
− kq

−(x + a)

{(x + a)2 + y2}3/2

なので，

σ(b) = − q

2π

a

(a2 + b2)3/2

となる。

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

-3 -2 -1 0 1 2 3

σ
(b

) 
[q

/(
2
π

a
2
)]

b [a]

問 4 Q�は

Q� = −qa

∫ +∞

0

b

(a2 + b2)3/2
db

となる。積分は t = b2と変数変換すると初等的に計算でき，Q� = −qとなり，鏡像
電荷 q�と同じになる。
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問 5 第 2項は，電荷 qと σ(b)間のクーロン力（負になるので引力），第 1項はその x成分
（x方向への射影）をとるための項である。

F =

∣∣∣∣−kq2a2

∫ +∞

0

b

(b2 + a2)3
db

∣∣∣∣

となり，積分は t = b2と変数変換すれば初等的に計算でき，

F = k
q2

4a2

となる。これは電荷 qと鏡像電荷 q�間のクーロン引力

−k
qq�

(2a)2

と大きさが一致する。

問 6

V (P) = k
q√

(rcosθ − a)2 + (rsinθ)2
+ k

q�√
(rcosθ − a�)2 + (rsinθ)2

となる。表面 (r = R)で V = 0となるには，q� < 0であり，また

q2(R2 + a�2 − 2Ra�cosθ) = q�2(R2 + a2 − 2Racosθ)

が任意の cosθで成り立てばよい。つまり，

q2(R2 + a�2) = q�2(R2 + a2)

q2Ra� = q�2Ra

が成立すればよく，この２式から

q� = ±R

a
q

a� =
R2

a

が得られる。これより

q� = −R

a
q

a� =
R2

a

8
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と求まる。

問 7 問 3と同様に r = Rでの電場を用いると，σ(θ)は

σ(θ) = − 1

4πk

dV (P)

dr

であるから，問 6の V (P)を代入して実行（微分して a′，q′，r = Rを代入）すると，

σ(θ) = − q

4πR

a2 − R2

(a2 + R2 − 2aRcosθ)3/2

と求まる。

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

0 30 60 90 120 150 180

σ
(θ

) 
[q

/(
4
π

R
2
)]

θ [°]

a = 10R

a = 2R

–R(a–R)(a+R)–2

–R(a+R)(a–R)–2

問 8 E0は

E0 = 2 × k
q

a2

なので，

q =
E0a

2

2k

となる。また，

V1(P) =
E0

2

a2

(r2 + a2 − 2racosθ)1/2
− E0

2

a2

(r2 + a2 + 2racosθ)1/2
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となる。

問 9 V1(P)は

V1(P) =
E0a

2

�
1 +

�r

a

�2

− 2 · r

a
· cosθ

�−1/2

− E0a

2

�
1 +

�r

a

�2

+ 2 · r

a
· cosθ

�−1/2

である。ここで r

a
� 1として近似すると，

V1(P) ∼= E0a

2

�
1 +

r

a
cosθ −

�
1 − r

a
cosθ

��
= E0rcosθ

となる。

問 10 鏡像位置をA�，C�とすると，V2(P)は

V2(P) =
kq�

PA� +
−kq�

PC�

=
kq�

(r2 + a�2 − 2ra�cosθ)1/2
+

−kq�

(r2 + a�2 + 2ra�cosθ)1/2

となる。a�と q�を代入すると，

V2(P) = −E0a

2

�� r

R

�2

+

�
R

a

�2

− 2 · r

R
· R

a
cosθ

�−1/2

　 +
E0a

2

�� r

R

�2

+

�
R

a

�2

+ 2 · r

R
· R

a
cosθ

�−1/2

= −E0a

2

R

r

⎡
⎣

�
1 +

�
R2

ra

�2

− 2
R2

ra
cosθ

�−1/2

−
�

1 +

�
R2

ra

�2

+ 2
R2

ra
cosθ

�−1/2
⎤
⎦

∼= −E0aR

2r

��
1 +

R2

ra
cosθ

�
−

�
1 − R2

ra
cosθ

��

= −E0
R3

r2
cosθ

が得られる。

問 11 等電位線は，

V2 = −E0
R3

r2
cosθ = φ

であるから，

r2 = γcosθ

10

R3
解答例
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である。ただし

γ = −E0R
3

φ

である。デカルト座標で書くと，

r3 = (x2 + y2)3/2 = γx

となる。故に，

y = ±
√
|γ|2/3|x|2/3 − x2

の曲線となる。特に，正の電位φ > 0はγ < 0なので x < 0領域のみに存在，負の電
位φ < 0はγ > 0なので x > 0領域のみに存在，また x = 0が V2 = φ = 0。例えば
φ < 0なら，曲線は 0 ≤ x ≤ √

γの範囲のみに存在し，x =
√

γ/34/3で yは極値を持
つ。また |φ|が大きいと |γ|が小さい曲線となる。以上に注意して図を描くと次の図
のようになる。また，電気力線は電位の高いところから低い方に，等電位の曲線に
直交してつないでいく（図の矢印太線）。

11
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問 12 問 3，問 7と同様に計算すると，

σ(θ) =
1

4πk

(
−E0cosθ − 2E0

R3

R3
cosθ

)

= − 3

4πk
E0cosθ

となる。

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

0 30 60 90 120 150 180

σ
(θ

) 
[3

E
0
/(

4
π

k)
]

θ [°]

問 13 問 11の結果から，一様電場中の金属球は，球の+x方向に負，−x方向に正の電荷
が誘起されている。(a)２つの球が電場方向に真横に (例えば y軸上に)並ぶと，２つ
の球の正と正，負と負の電荷どうしが，異符号の電荷より近いことになり，球間に
は斥力がはたらく。一方，(b)２つの球が電場方向に (例えば x軸上に)並ぶと，球
間側に誘起された正負の電荷が同符号の電荷より近くにあるので，球間には引力が
はたらく。（異符号の電荷どうしは近い距離と遠い距離にあり，同符号の電荷どうし
はその間の距離にあるため，引力と斥力の競争となる）

12
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[I]

m

O z (x, y, z)

Q(x, y, z) xy P(x, y) α

0 < α < π/2 (x, y, z) O Q

r OP x θ

x = r sinα cos θ (1)

y = r sinα sin θ (2)

z = r cosα (3)

t 2

r θ t r(t) θ(t) g

Q(x,y,z)

P(x,y)

y

x

z

r

z

g

O

1 �v (x, y, z)

�v =

(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
(4)

r θ
dr

dt

dθ

dt
α

x ẋ ẍ

1

R2
－
課題
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2

K =
1

2
m|�v|2 = 1

2
m

[(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
]

(5)

r θ
dr

dt

dθ

dt
α

3 U r α

P xy O

xy

P t P (x, y) τ (> 0)

P P’ t P

(
dx

dt
,
dy

dt

)

(
x+

dx

dt
τ, y +

dy

dt
τ

)
(6)

OPP’ S (> 0) τ (S ∝ τ)
dS

dt
τ

S � dS

dt
τ (7)

t

P(t)

P’(t + )

x

y

O

S

4 P xy

dS

dt
=

1

2
(r sinα)2

dθ

dt
(8)

ω =
dθ

dt

2
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－
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5 Q x y
d2x

dt2
d2y

dt2
θ α

O F (1) (2)

d2S

dt2
= 0 (9)

t

4 �/(2m) t

mr2
dθ

dt
sin2 α = � ( ) (10)

6 E = K + U (10)
dθ

dt

E =
1

2
m

(
dr

dt

)2

+ V (r) (11)

r V (r) 3 r U(r)

V (r) =
A

2r2
+ U(r) (12)

A V (r) r

(11)

V (r) r 1

r = r0

7 E = V (r0) dr/dt = 0

r = r0 (10) � ω0 r0

8 (12) V (r) r → 0 r → ∞ +∞ r

0 < r < ∞ V (r)

[E > V (r0)] rmin rmax

(1) E 6 V (r) (rmin, rmax)

r0

(2)

2 r2min r
2
max

rmin + rmax
= r30 (13)

3

R2
－
課題
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r0 7

(3) B = mg cosα

1

2
m

(
dr

dt

)2

= −B

r2
(
r − rmin

)(
r − rmax

)(
r +

rminrmax

rmin + rmax

)
(14)

(
r − rmin

)(
r − rmax

)
� 0 r rmin

rmax P xy rmin sinα rmax sinα

7 (10) �

Δ r = r0 r

r δ r(t) = r0 + δ(t) (|δ(t)| � r0)

9 |δ| r V (r)

V (r) = V (r0) +
1

2
k δ2 (15)

k
d2V (r)

dr2
r = r0 k

2 k δ

ωr

10 ωr/ω0 α ωr 7

ω0 α α0

11 9 r r(t) δ(t) = ρ cosωrt (0 < ρ � r0)

r(t) � r0 + ρ cosωrt (16)

ρ θ θ(t)

(10)

θ(t) � ω0t− 2

(
ω0

ωr

)(
ρ

r0

)
sinωrt (17)

α = α0 ω0 = ωr, ρ = r0/10

(1) r θ θ r

(2) P(x, y) xy

12 T0 = 2π/ω0 Tr = 2π/ωr

T0

Tr
=

p

q
(p, q ) (18)

4
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xy

p = 3, q = 2 P(x, y) xy

α

r θ θ r

5
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－
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(i) u, v t u(t), v(t) f(t) = u(t) + v(t) t

df(t)

dt
=

du(t)

dt
+

dv(t)

dt
(19)

(t)

df

dt
=

du

dt
+

dv

dt
(20)

(t)

(ii) u, v t f = uv t

df

dt
=

du

dt
v + u

dv

dt
(21)

(iii) ϕ t f = sinϕ t

df

dt
= cosϕ

dϕ

dt
(22)

f = cosϕ t

df

dt
= − sinϕ

dϕ

dt
(23)

(iv) 3 O(0, 0), A(a, b), B(c, d) OAB

S =
1

2

∣∣ad bc
∣∣ (24)

(v) r > 0 |δ| � r

1

(r + δ)2
� 1

r2
− 2

r3
δ +

3

r4
δ2 (25)

6
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－
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[II]

1 a � V

( )

2 2

S1, S2 ( S1 +S2 = πa2)

ρ

2 1

S S1 S2

1 S1 S2 �

S = S1 +
(S2 − S1)

�
z (1)

z 0 � z � �

S =
S1 + S2

2
(2)

α =
S2 − S1

S1 + S2
(3)

3 S � 2

(α = 0)

4 1.0 mm 5.0 m

2 100V 500W

1.55× 10−8 Ω ·m
2

8
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－
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I r H =
I

2πr
( )

5 (x, y) = (a, 0) +z

I (x, y) = (−a, 0) −z I

z y Hy y = 0

xz x x = 0 yz y

6 2 d = 2a (x, y) = (0, 0), (r , 0), (0, r)

r > d

7 2 r a(< r)

I θ

(x, y) = (r cos θ, r sin θ), H

Hθ

2. r a

: (r, θ) θ

1 eθ = (− sin θ, cos θ)

8 Hθ

�Hθ(r)� =
1

2π

� π

−π
Hθ(r, θ)dθ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

I

2πr
(r > a)

0 (r < a)
(4)

: x = tan
θ

2�
1

1 + x2
dx x = tan t

9
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(4)

2πr 〈Hθ(r)〉 =

⎧⎪⎨
⎪⎩
I (r > a)

0 (r < a)
(5)

(5)

9 3 r � a r = b

r � a I

r

3. RG-59 A: ( ) B:

) C : D : ) Wikipedia

10 (5) 2a

I (

)

11 n

nI

12 4, 5 2

10
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－
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II 9 3 (p. 10)

(Wikimedia Commons)

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:RG-59.jpg?uselang=ja

- 3.0

(https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.ja)
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[I]

[ ]

r θ

III

1

dx

dt
=

dr

dt
sinα cos θ − dθ

dt
r sinα sin θ (1)

dy

dt
=

dr

dt
sinα sin θ +

dθ

dt
r sinα cos θ (2)

dz

dt
=

dr

dt
cosα (3)

2

K =
1

2
m

[(
dr

dt

)2

+ r2 sin2 α

(
dθ

dt

)2
]

(4)

3

U = mgr cosα (5)

4 P(x, y) P’

(
x+

dx

dt
τ, y +

dy

dt
τ

)
OPP’

S =
1

2

[
x

(
y +

dy

dt
τ

)
− y

(
x+

dx

dt
τ

)]
=

1

2

(
x
dy

dt
− y

dx

dt

)
τ (6)

=
1

2
r sinα cos θ

(
dr

dt
sinα sin θ +

dθ

dt
r sinα cos θ

)
τ (7)

− 1

2
r sinα sin θ

(
dr

dt
sinα cos θ − dθ

dt
r sinα sin θ

)
τ (8)

=
1

2
(r sinα)2

dθ

dt
τ (9)

1
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dS

dt
=

1

2
(r sinα)2

dθ

dt
(10)

5

m
d2x

dt2
= −F sinα cos θ (11)

m
d2y

dt2
= −F sinα sin θ (12)

(1), (2) t

d2x

dt2
=

d2r

dt2
sinα cos θ − 2

dr

dt

dθ

dt
sinα sin θ − r

d2θ

dt2
sinα sin θ − r

(
dθ

dt

)2

sinα cos θ (13)

d2y

dt2
=

d2r

dt2
sinα sin θ + 2

dr

dt

dθ

dt
sinα cos θ + r

d2θ

dt2
sinα cos θ − r

(
dθ

dt

)2

sinα sin θ (14)

d2r

dt2
sinα cos θ − 2

dr

dt

dθ

dt
sinα sin θ − r

d2θ

dt2
sinα sin θ − r

(
dθ

dt

)2

sinα cos θ = −F

m
sinα cos θ (15)

d2r

dt2
sinα sin θ + 2

dr

dt

dθ

dt
sinα cos θ + r

d2θ

dt2
sinα cos θ − r

(
dθ

dt

)2

sinα sin θ = −F

m
sinα sin θ (16)

(15)× sin θ − (16)× cos θ

2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
= 0

d

dt

(
r2

dθ

dt

)
= 0 (17)

r2
dθ

dt
=

6

V (r) =
�2

2mr2 sin2 α
+mgr cosα (18)

=
A

2r2
+ B r (19)

A =
�2

m sin2 α
(20)

B = mg cosα (21)

V (r) 1

2
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rmax

V(r)

r00 rmin

E

r

1: V (r) r E

7
dV (r)

dr
= 0 r r0

� =

√
m2gr0

3 sin2 α cosα (22)

(23)

(10)

ω0 =
dθ

dt
=

�

mr20 sin
2 α

(24)

2 �

ω0 =

√
g cosα

r0 sin
2 α

(25)

ω =
dθ

dt
> 0 � ω0 (±)

8 (1) 1

(2) r = rmin, r = rmax
dr

dt
= 0

V (rmin) = V (rmax) (26)

A

2r2min

+Brmin =
A

2r2max

+Brmax (27)

V (r) r = r0

r30 =
A

B
(28)

3
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(3) (11) (12) r = rmin r = rmax
dr

dt
= 0

(
r− rmin

)(
r− rmax

)

(13)

8(3) 2

O
x

y

rminsin rmaxsin

2: rmin sinα rmax sinα

9

k =
d2V (r)

dr2

∣∣∣∣∣
r=r0

=
3�2

mr40 sin
2 α

(29)

ωr =

√
k

m
=

√
3�2

m2r40 sin
2 α

=

√
3�

mr20 sinα
(30)

10

ωr

ω0
=

√
3 sinα (31)

ωr = ω0 sinα = 1/
√
3 α = sin−1(1/

√
3) � 35.3◦

4
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11 (1) 3

rmax

rmin

r0

r

3: 11 (1)

(2) 4

x

y

O

4: 11 (2) rmin sinα rmax sinα

5
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12 P 5 3/2 =
√
3 sinα

sinα =
√
3/2 α = 60◦

x

y

5: 12 2 3

r θ 6

0 2 42 4 8 10
0

r0

rmax

rmin

r

6: 12 2 3

6
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[II]

[ ]

3 4

5

7

10

11

1

R1 =
ρ�

S1
(1)

R2 =
ρ�

S2
(2)

I1 =
V

R1
=

V

�ρ
S1 (3)

I2 =
V

R2
=

V

�ρ
S2 (4)

2

R =

� �

0

ρ

S
dz (5)

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ�

S2 − S1
ln

S2

S1
(S1 �= S2)

ρ�

S1
(S1 = S2)

(6)

S1 = S (1− α) (7)

S2 = S (1 + α) (8)

(6)

R =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ�

S

1

2α
log

�
1 + α

1− α

�
(α �= 0)

ρ�

S
(α = 0)

(9)

S1 �= S2 (S1 = S2)

3 (9) α α > 0 α = 0

7
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f(α) = log

(
1 + α

1− α

)
(10)

f(0) = 0 (11)

df

dα
=

1

1 + α
+

1

1− α
=

2

1− α2
> 2 (12)

α > 0

f(α) > 2α (13)

R � ρ�/S̄ α = 0, 0.01, 0.02, . . .

4 φ � R

R =
4ρ�

πφ2
= 0.197 Ω (14)

100 V 500 W 20 Ω

1/100 5W

5 xy (x0, y0) z I (x, y)

H =
I

2π
√
(x− x0)2 + (y − y0)2

, (15)

[
y0 − y√

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

x− x0√
(x− x0)2 + (y − y0)2

]

Hx = −
(

I

2π

)
(y − y0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
(16)

Hy =

(
I

2π

)
(x− x0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
(17)

Hx =
I

2π

[
− y

(x− a)2 + y2
+

y

(x+ a)2 + y2

]
(18)

Hy =
I

2π

[
x− a

(x− a)2 + y2
− x+ a

(x+ a)2 + y2

]
(19)

y = 0

Hx = 0, Hy =
aI

π (x2 − a2)
(20)

8
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x = 0

Hx = 0, Hy = − aI

π (a2 + y2)
(21)

Hy

3 )x ( ) y

6 (x, y) = (0, 0) (Hx, Hy) =

(
0, − 2I

πd

)
d

(x, y) = (r, 0) (Hx, Hy) =

[
0,

2Id

π (4r2 − d2)

]
d

(x, y) = (0, r) (Hx, Hy) =

[
0, − 2Id

π (4r2 + d2)

]
d

7

H =
I

2π

1√
(r cos θ − a)2 + r2 sin2 θ

(22)

Hx =
I

2π

r sin θ

(r cos θ − a)2 + r2 sin2 θ
(23)

Hy =
I

2π

r cos θ − a

(r cos θ − a)2 + r2 sin2 θ
(24)

Hθ = −Hx sin θ +Hy cos θ (25)

=
I

2π

r − a cos θ

r2 + a2 − 2ar cos θ
(26)

8

�Hθ(r)� =
1

2π

∫ π

−π
Hθ dθ =

I

4π2

∫ π

−π

r − a cos θ

r2 + a2 − 2ar cos θ
dθ (27)

9
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t = tan
θ

2

cos θ =
1− t2

1 + t2
(28)

dt =
1

2 cos2
θ

2

dθ (29)

dθ =
2

1 + t2
dt (30)

�Hθ(r)� =
I

2π2

� ∞

−∞

r
�
1 + t2

�− a
�
1− t2

�
(1 + t2) [(r2 + a2) (1 + t2)− 2ar (1− t2)]

dt (31)

=
I

2π2

� ∞

−∞
(r + a)t2 + (r − a)

(1 + t2) [(r2 + a2) (1 + t2)− 2ar (1− t2)]
dt (32)

=
I

4π2r

� ∞

−∞

�
1

(1 + t2)
+

r2 − a2

[(r + a)2t2 + (r − a)2]

�
dt (33)

� +∞

−∞
1

(r + a)2t2 + (r − a)2
dt =

1

(r + a)|r − a|
� +∞

−∞
1

s2 + 1
ds (34)

=
π

(r + a)|r − a| (35)

�Hθ(r)� =
I

4πr

�
1 +

r − a

|r − a|
�

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

I

2πr
(r > a)

0 (r < a)
(36)

9 z r Ir

Ir =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Ir2

a2
(r � a)

I (a < r < b)

0 (r > b)

(37)

z θ

Hθ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Ir

2πa2
(r � a)

I

2πr
(a < r < b)

0 (r > b)

(38)

10
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10

Hx = − Iy

2π(x2 + y2)
(39)

Hy =
Ix

2π(x2 + y2)
(40)

x = a −a � y � a

∫ a

−a
Hydy =

Ia

2π

∫ a

−a

1

a2 + y2
dy (41)

=
I

2π

∫ π/4

−π/4

1

1 + tan2 θ

1

cos2 θ
dθ =

I

4
(42)

( y = a tan θ ) 2a
I

8a
I/4

I

11

r

4

�

n�I

H n�I = �H

H = nI

11

R2
解答例
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